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SYSTÈME / PROCESSUS  et   ANALYSE STATISTIQUE

Facteurs X
caractéristiques
contrôlables ou

mesurables
à l’entrée

PROCESSUS
Réponses Y
caractéristiques

mesurables
de sortie

Y  =  f (X; θ) +  ε

X : variables = facteurs MODÈLE  +  DATA 
 +  ANALYSE

quantitatifs = numériques = continus Régression (MR)

catégoriques = qualitatives Variance (MAV)

catégoriques  et  continus Covariance (MACV)

ε : terme d’erreur   f  =  ?
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Elément de 
comparaison

Modèle d’analyse
de régression

Modèles d’analyse
de variance

But développement d’un modèle 
prédictif de la réponse

identification des effets 
significatifs sur la réponse

Source des données :
     type d’étude statistique

observationnelles ou 
historiques

résultat d’un plan 
d’expérimentation

Nombre d’observations grand nombre : centaines, 
milliers ou plus

petit nombre : dizaines

Variables d’entrée continues catégoriques
var. continues  traitées  catégoriques

Nombre de valeurs distinctes
 des variables d’entrée

autant qu’il y a 
d’observations

nombre restreint
généralement moins de 10

Utilisation des variables codage
   indicatrices (1 et 0)          ou
   codage à effets  (1 / 0 / -1)

occasionnelle
employé pour représenter

les modalités

Emphase et difficulté
forme et la qualité

du modèle

spécification du modèle reflétant 
la complexité du plan 

expérimental

Structure des données
Unités expérimentales

simple
observées sans 

aucun contrôle de 
l’expérimentateur

complexe
plan expérimental : attribution 

des traitements aux
unités expérimentales
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élément qualificatif commentaire
type 
d’étude 
statistique

 expérimentale     (mode actif)

 observationnelle (mode passif)

unités expérimentales :  oui
         attribution des traitements
   unités d’observations

Contrôle

des X

 fixés (étudiés, principaux)
 mesurés
 bloqués (secondaires)
 inconnus

inconnus :  tout ce que l’on
                       ne connait pas
    = l’erreur expérimentale 
    même si les données n’ont
     pas été générées par un plan
     expérimental structuré

nombre
de X

 1     :    simple (one way)
 ≥ 2  :    multifacteurs
                      (multi way)

nature 
des X

 Fixés

 Aléatoires

 hybrides   (« mixed »)
      présence des 2 types

fixé : modalités (valeurs)
          choisies délibérément

aléatoire : échantillon de
   modalités extraites de manière
   aléatoire  = aucun contrôle sur
                        les modalités

éléments distinctifs
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élément qualificatif commentaire
nombre de Y  1 :    ANOVA  1 Y

 ≥ 2 : MANOVA    4 Y
          Multivariate  Analysis
                          Of Variance

design 
 expérimental

   (plan, devis, protocole)
 

=

méthode
d’assignation

des traitements
aux unités (sujets) 

expérimentales

 Aléatoire (CRD)
 Blocs (RCBD)
 Blocs incomplets (IBD)
  Blocs incomplets
              équilibrés  (BIBD)
 Carrés Latins
              et  Graeco-Latins
 Mesures répétées
 Fractionnaires
 Emboités (nested)
 SplitPlot
            = parcelles divisées
 Crossover
 …..

mesures répétées
   variable de réponse
   mesurée  plusieurs
   fois sur la même
   unité expérimentale

SplitPlot
   unité expérimentale
   (plot) est subdivisée
   dans l’assignation
   des traitements
      aussi
      restriction à la
      randomisation

éléments distinctifs
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Caractéristiques des modèles d’analyse de la variance

 Les ensembles de données sont relativement modestes: quelques dizaines d’observations en général;

 Les données proviennent généralement d’expériences planifiées avec un nombre restreint (moins de 10 ?) 
de variables souvent appelées facteurs (X) considérés comme catégoriques;

 Il y a une différence fondamentale par rapport aux données observationnelles: des unités expérimentales 
sont identifiées et reçoivent des traitements (combinaison des facteurs) selon un protocole expérimental 
faisant intervenir la randomisation des traitements dans l’attribution des traitements aux unités 
expérimentales;

 Il y a différents protocoles expérimentaux: plan complètement randomisé, plan en blocs, …

 Les données n’existaient pas au début du projet : on réalise des expériences pour générer les données 
de la réponse Y;

 Les facteurs  d’expériences sont généralement fixés avec peu de modalités, généralement entre 3 et 5;

  On distingue 2 types de facteurs : les facteurs fixés dont les valeurs sont d’un d’intérêt et qui  
        affectent la  moyenne de la variable de réponse; il y a aussi des facteurs aléatoires qui affectent la
        variance de la réponse;

  Les facteurs sont généralement croisés mais peuvent aussi être emboités;

  Le modèle reliant les facteurs X sur la réponse Y doit être proposé avec soin reflétant le protocole
    expérimental;

     l’écriture du modèle (équation) est une opération plus complexe que dans le cas des données
        observationnelles; voir les exemples pages 16-18; 

     des unités expérimentales peuvent recevoir des modalités différentes d’un même facteur ou être
        mesurées plusieurs fois dans le temps - connue sous le nom de mesures répétées ou longitudinales;
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ÉTUDES   EXPÉRIMENTALES  :  concepts de base
 Unité expérimentale : plus petite unité de matériel (vivante ou non)
                                          pouvant recevoir un traitement 
 Facteurs explicatifs = X  (variables catégoriques le plus souvent)
      facteurs expérimentaux = facteurs contrôlés = facteurs manipulés
                                 modalités (niveaux) choisis par l’expérimentateur
      facteurs observationnels : non contrôlés par expérimentateur
              facteurs d’arrière-plan : associés aux unités expérimentales
                                                       ou à l’environnement de l’expérience 
 Traitements : combinaisons des facteurs contrôlés 

 Structure des traitements : croisés, emboités
                nombre:  tous (= complet)  / fractionnaires (= sous ensemble)

 Design expérimental : règles et procédures de l’assignation aléatoire
                  des traitements aux unités expérimentales  (ou vice versa)
 Mesure du résultat  Y  sur les unités expérimentales : output

AUTRES : randomisation
                  blocage = randomisation sous contrainte 
                  n = # répétitions chaque traitement 
                  t = # traitements         10 var X a 2 modalités  t = 1024
                  N = taille expérience = traitements x répétitions = t * n
                            N plus petit possible ?    Feature eng.
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Principaux  Designs  Expérimentaux
NOM DÉFINITION

CRD = Completely Randomized 
                Design            

traitements assignés aux unités expérimentales complètement au 
hasard

RCB = Randomized Complete
            Block 

 division des unités expérimentales
     en blocs homogènes (strates) (b = # blocs )
 randomisation des traitements à l’intérieur de chaque bloc                   

(k = # taille bloc)

IBD = Incomplete Block Design taille du bloc (k) < nombre de traitements (t)

BIBD = Balanced  Incomplete
             Block  Design

chaque traitement apparait avec tous les autres traitements le même 
nombre de fois dans le même bloc
facilite la comparaison des paires traitements

MESURES RÉPÉTÉES
     

même unité expérimentale reçoit plusieurs traitements dans 
le temps

FACTORIELLE toutes les combinaisons de traitements

FRACTIONNAIRES une partie des traitements
   choix traitements : méthode, règles … 

HIÉRARCHIQUE (NESTED) facteurs emboités
souvent : facteurs sont aléatoires
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Types d’expériences

1. Essais et erreurs

2. Production lots sous conditions contrôlées

3. Expériences pilotes

4. Expériences avec 1 facteur

5. Comparaison de 2 méthodes

6. Expériences de 2 à 4 facteurs

7. Expériences de 5 à 20 (et plus) facteurs: 

                               tamisage  (screening)

8.  Expériences d’envergure avec plusieurs phases: 

                  modélisation, optimisation

complexité

       faible

      

        forte
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Donald J. Wheeler PhD  Statistics and SPC  03/03/2014
http://www.qualitydigest.com/

SPC Statistique
ÉTUDES  STATISTIQUES Autre DISTINCTION

résumé de l’article Wheeler

C’est quoi le SPC ? https://cours.polymtl.ca/mth6301/Clement/Clement-ControleStatistiqueProcessus.pdf

https://cours.polymtl.ca/mth6301/mth8302/mth8302-Cours&Plus/Clement-Etudes_observationnelles_Etudes_experimentales.pdf

http://www.qualitydigest.com/
https://cours.polymtl.ca/mth6301/Clement/Clement-ControleStatistiqueProcessus.pdf
https://cours.polymtl.ca/mth6301/mth8302/mth8302-Cours&Plus/Clement-Etudes_observationnelles_Etudes_experimentales.pdf
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Planification et analyse statistique d’expériences (DOE)
cours à Polytechnique :   MTH8301

Méthode extrêmement importante  en R&D,  innovation,….

développement de nouveaux concepts …  essentiels
origine en agriculture  ….  mais s’appliquent ingénierie, médical …
TOUS   les domaines de l’activité humaine



13

LANGUAGE  de  L’EXPÉRIMENTATION 
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remarques / définitions
• modèle linéaire général : la régression et l’analyse de variance sont des
                cas particuliers de ce modèle qui est le plus employé en analyse
                statistique ;

• en général, les unités (sujets, individus statistiques) sont choisies au
               hasard parmi une population d’unités statistique ;
     lorsque l’on contrôle certains facteurs, on fait l’assignation au hasard
             des traitements (combinaison des facteurs contrôlés) aux unités :
             c’est la randomisation des traitements
             caractéristique fondamentale et essentielle d’un plan d’expérience;
             sinon les données sont de nature observationnelle;
  

 si nécessaire, on fixe (contrôle) des facteurs secondaires sur les
          unités pour améliorer  l’efficacité de l’étude (plans en blocs, …) :
          c’est le principe du blocage (stratification);
• facteur intra (within) : si  la même unité statistique est mesurée plusieurs fois
        (temps, différentes  conditions), on a un plan en mesures répétées ;
            le facteur enfoui dans la réponse est appelé facteur intra (« within ») ;
           on traite ce cas en définissant plusieurs variables de réponse et en
           effectuant avec une analyse de  variance  multidimensionnelle 
           (MANOVA) ; les réponses sont naturellement  dépendantes car elles
           sont mesurées sur  le même sujet ;
           on décompose la variabilité totale en variabilité intra sujet (within)
          et en variabilité inter  sujet (between)
 le sujet (unité expérimentale) est un facteur aléatoire       
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remarques / définitions

• facteur inter (between) : varie sur des groupes distincts de sujets ;

• analyse de covariance : on mesure (contrôle indirect) une variable 
quantitative (X) jouant un rôle de facteur et que l’on est en présence 
de d’autres facteurs catégoriques (A, B, C…);

• facteurs emboités (nested) : si les modalités prisent par un facteur 
sont spécifiques aux modalités d’un autre facteur, le concept 
d’interaction entre les 2 facteurs n’est pas défini;

• reconnaître les structures (traitements, assignation) présentent 
dans les données est nécessaire si l’on veut réaliser la « bonne » 
analyse statistique ; c’est plus facile si on a participé à la

    planification de l’étude et si on connait le domaine (contexte) 
    d’application;
    l’utilisation d’un logiciel statistique de donne pas la
    réponse à ces questions ! 
    L’analyse statistique c’est plus que du « point and click » ! 
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remarques / définitions
• Il faudra caractériser les données par la structure des traitements et 

la structure d’assignation (aussi  appelé  protocole) des traitements 
aux unités expérimentales

• Exemples de plans expérimentaux:  plan factoriel complet,
          plan fractionnaire, plan complètement aléatoire, 
         plan en blocs plan blocs incomplets, plan en carré Latin,
          plan en mesures répétées, plan avec facteurs  aléatoires, ….

• On distingue aussi les modèles avec méthode d’analyse statistique 
employée : ANOVA, MANOVA, analyse de covariance, analyse en 
mesures répétées, idenfication des facteurs aléatoires si présents,….

• Écriture mathématique des modèles:    GROSSE différence  entre
      -  modèles de régression (MR):  design n’intervient pas car on 
              n’assigne pas les traitements aux UE : étude observationnelle

      - modèle d’analyse de variance (MAV) :  structure du design
                           expérimental est prise en compte
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Design classification simple :  1 facteur catégorique A  
(1)    Yi r =  μ + α i + ε i r         i = 1, 2,…, I  (= nombre groupes)     r = 1, 2,…, n i
           Y i r :    valeur de la variable de réponse  Y  r-ème essai    modalité i  du facteur A
         μ  :    effet général  -  comme β0  dans les modèles de régression
         α i :    effet différentiel de la modalité i du facteur     ∑ i α i = 0
         ε i r :    erreur aléatoire distribuée          N (0, σ2 )

Design classification double  avec  2 facteurs A et B croisés
(2) Yi j r = μ + α i + β j + (αβ) i j + ε i j r i = 1, 2,..., I /  j = 1, 2,..., J /  r = 1, 2,..., n i j

 α i : effet principal de A            ∑ α i = 0
 β j  : effet principal de B            ∑ β i = 0

(αβ) i j : effet d’interaction entre A et B      ∑ i (αβ) i j = 0 ∑ j (αβ) i j = 0

Design classification double  avec  facteur B emboité  dans facteur A
(3)    Y i j r = μ + α i + β j ( i ) + ε i j r i = 1, 2,.., I / j = 1, 2,…, J / r = 1, 2,…, n i j
  α i     :    effet facteur A    et   ∑ α i  =  0
  β j (i)  :    effet facteur B    et   ∑ β j (i)  =  0   pour tout i
                  effet d’interaction AxB n’existe pas

remarque:   termes d’erreur    ε i r     ε i j r ....  sont emboités dans la structure la plus
fine (cellules) des données    ....     on devrait écrire   ε r ( i ) ε r ( i j )

ÉCRITURE MODÈLE D’ANALYSE DE VARIANCE : exemples

différence majeure par rapport à l’écriture des modèles de régression
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Design d’analyse de covariance : facteur catégorique A + facteur continu X
pente β égale chaque sous-groupes de A  = pas d’interaction entre A et X 
(4)     Yi r = μ + α i + β (X i r – X .. ) + ε i r X ..  =  ∑ ∑ X i r / n 
    

Design d’analyse de covariance : pentes distinctes  
pentes β i  distinctes chaque sous-groupes de A = interaction entre A et  X
(5)     Yi r = μ + α i + β i (X i k – X .. ) + ε i r

          si β i = β          modèle (5)  devient modèle (4)
 
Design mesures répétées par tous les sujets sur toutes modalités facteur A
(6) Y i r = μ + α i + β r + ε i r i  = 1, 2, …, s (# sujets)  /  r  = 1, 2,…, n

μ  :    effet général
       α i :   effet aléatoire du sujet i  -  indépendantes  N (0, σρ

2)
       β r :   effet de la modalité j du facteur fixe A   et  ∑ τ j = 0
       ε i r :  erreur aléatoire  N (0, σ2)
       α i , ε i r   indépendantes

         remarque : exemple d’un modèle mixte - nature différentes des facteurs
                  facteur 1 = sujet = facteur aléatoire
                            facteur 2 = A = facteur fixe (modalités contrôlées)    

ÉCRITURE MODÈLE D’ANALYSE DE VARIANCE : exemples
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Design Split-Plot (parcelles divisées) : 2 tailles d’unités exp. - 2 termes d’erreur

(7)    Y i j k = μ + α i + β j + (αβ) i j + γk  + (αγ) i k + (βγ) j k +  (αγβ) i j k + ε i j k

plot (parcelle) +       subplot (sous parcelle)                    +  erreur  exp.

i = 1, 2,..., r (facteur bloc = répétition)    j = 1, 2, ..., a  (facteur A)     k = 1, 2,..., b (facteur B)

α i :           effet facteur bloc -  facteur aléatoire  distribution  N (0, σα2)
        β j :           effet principal facteur A = facteur plot (plot=unité expérimentale)
      (αβ) i j :     erreur plot  = interaction   répétition x A

γ k :           effet principal facteur B  = facteur subplot (subdivision unité expérimentale)
 

        (αγ) i k :     interaction   répétition x B
                (βγ) j k :     interaction A x B
        (αγβ) i j k : erreur subplot = interaction   répétition x AB

ε i j k :      erreur expérimentale  distribution  N (0, σ2)

version  simplifiée de (7)     (αγ) i k et  (αγβ) i j k négligeables  et  incoporées avec  ε i j k

(8)     Y i j k = μ + α i + β j + (αβ) i j + γk  + (βγ) j k + ε i j k

design Split-Plot       - restriction à la randomisation
                                   - utile avec facteurs difficiles à changer

ÉCRITURE MODÈLE D’ANALYSE DE VARIANCE : exemples
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Syntaxe STATISTICA:  procédures  GLM, GLZ, PLS, GDA, MANOVA

T = temperature
C = chamber
G = gender
P = person

Spécifiction modele 
 
Y_Comfort

= T + G + T*G + C(T) + P(C)
 
C(T) : C emboité dans T
P(C) : P emboité dans C
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CONCEPTS  DE  BASE  :  ANALYSE DE LA VARIANCE (ANOVA)

 But des modèles d’analyse de la variance et de leur analyse: 
     tester la présence ou non de différences significatives entre
     les effets des modalités des facteurs X sur la variable de réponse Y
     En d’autres termes : le facteur X influence t-il la réponse Y?
     La même question s’applique dans une situation multifactorielle

 L’exemple archi classique: comparaison de 2 moyennes provenant
     de 2 échantillons indépendants.  …..  test t  de Student

 L’analyse du modèle consiste à produire un tableau d’analyse
     de la variance : décomposition de la variabilité totale selon 
     les différentes sources présentes dans les données

  Variabilité totale sera décomposée   = 
          variabilité due aux écarts entre les moyennes (INTER groupe) 
      +  variabilité résiduelle  (non expliquée, INTRA groupe)
 
•  Erreur expérimentale :   provient des répétitions  +  modélisation

  Généralisation :  études statistiques avec plusieurs facteurs
                           intervenant dans des plans expérimentaux complexes
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Exemple 1  :   2 groupes avec un seul facteur  A  avec modalités  a  b

id groupe y-réponse
1 a 1
2 a 2
3 a 3
4 b 5
5 b 6
6 b 7

groupe
a

groupe
b

moyenne
 somme de carrés (SS)

2
2

6
2

moyenne globale
 somme totale de carrés

4
28

Analyse de la variance (ANOVA)  =  tableau   avec 

 identification des sources de variabilité

 calcul des sommes de carrés (SS)

 calcul des degrés de liberté (df)

 calcul des carrés moyens (MS)    MS = SS / df

 calcul du ou des ratios   F0 = MS (effet) / MS (erreur)

 évaluation de la probabilité p  (p-value):  p = Prob (F ≥ F0)

On pourrait appelé cela : un théorème de Pythagore sophistiqué …



ANOVA
Source

variabilité
Degr. de

liberté (df) 
y-réponse

SS
y-réponse

MS
y-réponse

F
y-réponse

p
Intercept 1 96 96 96 0,00061

Inter groupe 1 24 24 24 0,00805

Intra groupe
(erreur) 4 4 1

Totale 
corrigée 5 28
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Exemple  :   2 groupes avec un seul facteur  A  avec modalités  a  b

groupes sont statistiquement
différents car  p est   « petit »

différence significative peut ne 
pas être importante en pratique 

d’où provient la valeur 96 dans le tableau ?

SStotale = ∑yi
2 = ∑(yi – y  +  y ) 2

 = ∑(yi – y)2        +  n y  2
            = SStotale corrigée  + 6x42

            =        28             + 96

Tous les calculs sont basés 
sur les seules valeurs de Y et
la structure des sous-groupes
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Plusieurs facteurs
 En général,   expériences ont plusieurs facteurs,  généralement   ≤  10 (?) 
 ANOVA : peut tenir en compte plusieurs facteurs  ainsi que des
                    designs expérimentaux complexes

Exemple :  ajout deuxième facteur,   sexe de l’individu

id groupe sexe y-réponse

1 a hom 1
2 a hom 2
3 a hom 3
4 b hom 5
5 b hom 6
6 b hom 7
7 a fem 3
8 a fem 4
9 a fem 5
10 b fem 7
11 b fem 8
12 b fem 9

moyenne groupe
a

groupe
b

hommes 2 6
femmes 4 8

tous 3 7

variabilité  Y     3 sources

 facteur groupe (INTER)

 facteur sexe     (INTER)

 inexpliquée = résiduelle = INTRA

a + b
4
6
5



25

Analyse 1:  facteur  sexe pas tenu en compte

ANOVA

Source df y-réponse
SS

y-réponse
MS

y-réponse
F

y-réponse
p

Intercept 1 300 300 150 0,000000

Inter groupe 1 48 48 24 0,000624

Erreur 10 20 2

Totale 11 68

groupes  sont différents 

mais une partie de cette différence
est due et confondue au facteur sexe

nouvelle analyse à faire avec 3 effets

- Facteur GROUPE
 
- Facteur SEXE

- interaction  GOUPE*SEXE
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Exemple 2 :  ajout deuxième facteur,   sexe de l’individu

Analyse 2 :  modèle   y = général + groupe + sexe + groupe*sexe
ANOVA

Source df SS MS F p
Intercept 1 300 300 300 0,0000
groupe 1 48 48 48 0,0001

sexe 1 12 12 12 0,0085
groupe*sexe 1 0 0 0 1,0000

erreur 8 8 1
total 11 68

vualisation des données

graphique de
l’interaction entre les 2 facteurs

parrallélisme
implique

absence d’interaction
entre les 2 facteurs
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Exemple 2 :  ajout deuxième facteur,   sexe de l’individu

Analyse  3 : modèle simplifié     y = général + groupe + sexe

ANOVA
Source SS df MS F p

Intercept 300 1 300 337,5 0,000000
groupe 48 1 48 54,0 0,000043

sexe 12 1 12 13,5 0,005121
erreur 8 9 0.89
total 68 11
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Exemple 3:  2 facteurs présence  d’interaction

id groupe sexe réponse
Ynew

réponse
Z

1 a hom 1 1
2 a hom 2 2
3 a hom 3 3
4 b hom 5 5
5 b hom 6 6
6 b hom 7 7
7 a fem 3 15
8 a fem 4 17
9 a fem 5 16

10 b fem 15 3
11 b fem 17 4
12 b fem 16 5

Ynew

Z

id groupe sexe y-réponse

1 a hom 1
2 a hom 2
3 a hom 3
4 b hom 5
5 b hom 6
6 b hom 7
7 a fem 3
8 a fem 4
9 a fem 5
10 b fem 7
11 b fem 8
12 b fem 9

données avant
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ANOVA

Source df
réponse 

Ynew
SS

réponse 
Ynew

MS

réponse 
Ynew

F

réponse 
Z

SS

Réponse
Z

MS

Réponse
Z
F

Intercept 1 588 588 588 588 588 588
groupe 1 192 192 192 48 48 48

sexe 1 108 108 108 108 108 108
groupe*sexe 1 48 48 48 192 192 192

erreur 8 8 1 8 1

Total 11 356 356

Ynew Z

Exemple 3:
2 facteurs
présence
d’interaction
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modules Statistica pour analyse des modèles d’analyse de variance 

Basic Statistics / Tables …
… Breakdown & one-Way ANOVA

un facteur seulement

Design & Analysis of
Experimental Designs

General ANOVA/MANOVA 4 facteurs ou moins)

Advanced Linear/NonLinear Models
… General Linear Models (GLM)

détails page suivante
VEPAC modèles mixtes

facteurs aléatoires
+ facteurs fixés
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modèles de régression

modèles d’analyse de
variance et de covariance

modèles 
sur

mesure

modules Statistica pour modèles
d’analyse de variance (GLM)

modules JMP modèles
d’analyse de variance
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modèles d’analyse de variance
et de covariance 

Between-Subject Designs 
 One way ANOVA 
 Main effect ANOVA 
 Factorial ANOVA 
 Nested designs 
 Balanced ANOVA 
• Simple regression 
• Multiple regression 
• Factorial regression 
• Polynomial regression 
• Response surface regression 
• Mixture surface regression 
 Analysis of covariance (ANCOVA) 
 Separate slopes designs 
 Homogeneity of slopes 
 Mixed-model

Between-Subject Designs
chaque sujet (unité expérimentale) est
mesuré une seule fois; les traitements
(combinaisons de facteurs) varient d’un
 sujet à l’autre.   

Whithin-Subject Designs  
chaque Sujet est mesuré plusieurs fois à
plusieurs époques (temps) ou selon des
conditions différentes; dans les réponses
observées, il y a un facteur enfoui dans les
réponses (le temps, en général). 
Par exemple, des expériences comparatives
de type avant-après ou le suivi temporel
des unités expérimentales (étude longitudinale)
 One-way / Multi-way
 Repeated Measures …. connue aussi sous
le nom mesures longitudinales (dans le temps) 

autre distinction 
Whithin-subject / Between-Subject  

modèles Statistica pour l’analyse de variance
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ANALYSE : exemple 3 d’introduction 
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recommendation:
Cliquer sur 
More results

ANALYSE de l’exemple 3
 d’introduction 
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MODÈLES  LINÉAIRES  STATISTIQUES et  variables catégoriques

Y  =  β0 +  β1X1 +  β2X2  +   . . .   +  βkXk   +  ε ε ~ N(0, σ2 )

Y :  réponse        X1, X2, …, Xk     :   variables explicatives catégoriques

Codage : méthode 2  -  disjonctif incomplet : méthode 1 avec une variable en moins
1 variable catégorique M avec k modalités m1 m2 …  mk peut être représentée
par  k – 1 variables indicatrices, chacune prenant les valeurs 0 et 1

différentes méthodes pour le codage des variables catégoriques
Codage : méthode 1 - disjonctif complet
1 variable catégorique M avec k modalités m1 m2 … mk peut être représentée
 par  k  variables indicatrices Xi, chacune prenant la valeur 1 si  modalité = mi
et 0 autrement 
attention : multicolinéarité  car ∑Xi = 1 -  utilisation dans certains modèles ANCOVA

Cas particulier méthode 3 : codage à effet si k = 2  
   UNE SEULE variable quantitative X  est nécessaire avec 2 valeurs -1 et 1 
      X = -1  si  m1   et     X = 1  si m2            valeur 0  pas nécessaire 

Codage : méthode 3 – codage à effet  - le plus employé et recommandé
1 variable catégorique M avec k modalités m1 m2 … mk peut être représentée 
par  k -1   variables Xi prenant les valeurs     1 / 0  / - 1
UNE modalité de référence est choisie disons mk : 
         Xi = 1  si  M = mi       Xi  = 0  si  M = mj   j ≠ i      Xi = - 1 si  M = mk
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Exemple 1:   Y : ventes    influence des 3 facteurs sur Y
         X1 : dépenses publicité                            - facteur continu
         F : incorporation (oui, non)                     -  facteur catégorique
         M : management (expérimenté, novice) - facteur catégorique
Situation de modèle d’analyse de covariance 
codage de F      X2 = 1 si  incorporée et  X2 = -1  si non incorporé
Codage de M     X3 = 1 si  expérimenté  et   X3 = -1  si novice
modèle 1 : 3 effets principaux    Y =  β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3 
 

modèle 2 : général = 3 effets principaux + 3 interactions
     Y =  β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3 + β4 X1X2 + β5 X1X3 + β6 X2X3

modèle 3 : covariance   β4 = β5 = 0  pas d’inter entre X1*F et X1*M
Y =  β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3 + β6 X2X3  +  ε 

modèle 1  :  Y =  β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3  =  γk + β1X1  
k F        X2          M               X3    Y  =  γk + β1X1 

   1     oui       1      expérimenté      1                γ1 =  β0 +  β2  +  β3
    2    non      -1      expérimenté     1                 γ2 =  β0 -  β2  +  β3
    3    non       1      novice          -1                γ3 =  β0 +  β2  -  β3
    4     oui      -1      novice              -1                 γ4 =  β0  -  β2  -  β3

Méthodes de codage facteurs catégoriques



37

Exemple 2:  Y : usure outil     X1 : vitesse d’opération
                     M : manufacturier (M1, M2, M3, M4)

codage 1 de M :  3  variables  X2  X3  X4  à valeurs (0/1)
M X1 X2 X3 X4             X2 + X3 + X4
M1 xi1 1 0 0      1
M2 xi1 0 1 0      1
M3 xi1 0 0 1      1
M4 xi1 0 0 0      0

modèle    Y = β0  +  β1X1 +  β2X2 + β3X3 +  β4X4 
Si  M = M4 :    Y = β0 + β1X1

β0 n’est plus l’effet général mais l’effet de M4
aspect moins intérressant de ce codage      

Si  M = M1 :  Y = (β0 + β2)  + β1X1  = γ1 + β1X1
Si  M = M2 :   Y = (β0 + β3)  + β1X1 = γ2 + β1X1
Si  M =  M3 :   Y = (β0 + β4)  + β1X1  = γ3 + β1X1

4   droites  avec  pentes  égales :  β1 

test de M :  test  d’égalité des 3 γ   H01 :  γ1 = γ2 = γ3 
                +  test de nullité   H02 :  β0 = 0 

Méthodes de codage facteurs catégoriques
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Exemple 2:    Y : usure outil 
                       X1 : vitesse d’opération
                       M : manufacturier (M1, M2, M3, M4)

codage 2 de M :  disjonctif complet  (0 / 1)     X2 X3 X4 X5

M X2 X3 X4 X5         X2 + X3 + X4 + X5

M1 1 0 0 0      1
M2 0 1 0 0      1
M3 0 0 1 0      1
M4 0 0 0 1      1

modèle      Y = β0  +  β1X1 +  β2X2 + β3X3 +  β4X4 + β5X5 + e

variables X2 X3 X4 X5  sont  colinéaires 
X2 + X3 + X4 + X5  =  1

modèle est sur paramétré :
     imposible d’estimer les coefficients β

Méthodes de codage facteurs catégoriques
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Exemple 2:    Y : usure outil
                       X1 : vitesse d’opération
                       M : manufacturier (M1, M2, M3, M4)

codage 3  : codage à effets:  1 / 0 / -1    création 3 variables X2 X3 X4
M X2 X3 X4 
M1 1 0 0
M2 0 1 0
M3 0 0 1
M4 -1           -1            -1

modèle      Y = β0  + β1X1  +  β2X2 +  β3X3+ β4X4  + e
variables  X2 X3 X4    ne  sont pas colinéaires

Interprétation de β2   β3   β4  ?
β2  différence d’effet sur Y entre M1 et M4
β3 différence d’effet sur Y entre M2 et M4
β4 différence d’effet sur Y entre M3 et M4

      test de l’effet de M : test de nullité de   β2 = β3 = β4 = 0
     possibilité d’ajouter effets interactions avec d’autres facteurs

Méthodes de codage facteurs catégoriques

M4 = modalité référence 
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Exemples de modèles d’analyse de variance 

Example 3 1 facteur   

3 fertilisants employés sur des plantes individuelles.
3 modalités (niveaux) du facteur A Fertilisant.

codage de A:   2 variables de codage à effet (1 / 0 / -1)

la matrice X

Exemple 4 2  facteurs 
étude sur garçons et filles dans 2 groupes d’âge

2 (genre) X 2 (groupe d’âge).  

design factoriel complet : toutes les combinaisons 

des modalités des variables catégoriques. X1  X2 

cas : de 2 variables catégoriques à 2 modalités, 

matrice  X matrix pour ce design est avec

X3 = X1 * X2    effet  d’interaction               
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Example 5 :  3 facteurs

3 facteurs catégoriques A, B, C  chacun avec 2 modalités 

A = (A1, A2)   representé par variable X1

B = (B1, B2)  représenté par variable X2

C = (C1, C2)   représenté par variable X3

design factoriel   2 x 2 x 2 
modèle :   effets principaux  +  effets interactions d’ordre 2 

gen X1 X2 X3 X1*X2 X1*X3 X2*X3
A1B1C1 1 1 1 1 1 1 1
A1B1C2 1 1 1 -1 1 -1 -1
A1B2C1 1 1 -1 1 -1 1 -1
A1B2C2 1 1 -1 -1 -1 -1 1
A2B1C1 1 -1 1 1 -1 -1 1
A2B1C2 1 -1 1 -1 -1 1 -1
A2B2C1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
A2B2C2 1 -1 -1 -1 1 1 1

Exemples de modèles d’analyse de variance 
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Exemples de modèles d’analyse de variance 

Exemple 6 2 facteurs  A et B  - B emboité dans A

facteur A :  3 modalités (A1, A2, A3)
facteur B :  2 modalités distinctes 

pour chaque modalité de A
si A = A1  alors  B = b11 et b12
si A = A2  alors  B = b21 et b22
si A = A3  alors  B = b31 et b32

facteur A  codé  avec  X1  X2  X3   disjonctif complet  (1 / 0) 
facteur B  codé  avec  X4  X5  X6  X7  X8  X9  
design :  3 effets principaux pour A + 6 effets principaux B   

A1b11

A1b12

A2b21

A2b22

A3b31

A3b32

A1             A2             A3

 b11  b12   b21  b22  b31  b32 
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Exemples de modèles d’analyse de variance 
Exemple 7:   design d’analyse de covariance
                      variable catégorique A  avec 3 modalité  +  variable continue X

Modèle 1 :  pas interaction
entre A et X

pentes égales = droites parallèles
A  facteur catégorique

avec 3 modalités 
codé avec X2 et X3
codage à effet (1 / 0 / -1)

X1 = X  facteur continu
Y = β0 + β1X1 + β2X2 + β3X3

si A = A1
Y = β0 + β1X1  + β2 = γ1 + β1X1

si A = A2
Y = β0 + β1X1  + β3 = γ2 + β1X1

si A = A3
Y = β0 + β1X1  - β2 - β3 = γ3 + β1X1
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Exemples de modèles d’analyse de variance 

hypothèses
facteur A : codage disjonctif complet

avec 3 variables X2 X3 X4 à valeurs (1/0)
facteur continu représenté par X1
interaction entre A et X1

modèle
Y = β0 +  β1 X1  + β2 X2  +  β3 X3  + β4 X4 

                +  β5 X1X2  +  β6 X1X3  +  β7 X1X4 
si A = A1 

Y =  β0  +  β1 X1 + β2  +  β5 X1
       =  (β0 + β2)  +  (β1 + β5) X1 =  γ1 + γ2 X1
 si A = A2 
     Y =  (β0 + β3)  +  (β1 + β6) X1 = γ3 + γ4 X1

   si  A = A3 
     Y =  (β0 + β4)  +  (β1 + β7) X1 = γ5 + γ6 X1

3 droites avec pentes distinctes
et 3 valeurs distinctes a X = 0

X0 X1 X2 X3 X4 X1X2 X1X3 X1X4

1 7 1 0 0 7 0 0

1 4 1 0 0 4 0 0

1 9 0 1 0 0 9 0

1 3 0 1 0 0 3 0

1 6 0 0 1 0 0 6

1 8 0 0 1 0 0 8

Exemple 7 :  facteur catégorique A  avec 3 modalités  +  facteur continue X1
                      modèle d’ analyse de covariance avec  interaction entre A et X1
                      Conséquence : modèle avec  pentes distinctes 

Y

X
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 modèle de régression par morceaux

 Tenir en compte des facteurs d’intervention dans
      séries chronologiques

 Simplification structure des banques de données
     en remplacement des valeurs par quelques valeurs types
         - variables continues :  points milieux d’intervalles

         - variables catégoriques : regroupement de catégories

 perte d’information mais compréhension facilitée des données

Autres applications variables indicatrices et codages



46

Quelques exemples STATISTICA - modèles ANOVA
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Quelques exemples STATISTICA - modèles ANOVA
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Quelques exemples JMP - modèles ANOVA

………………
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