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A partir de considérations
dimensionnelles, il est possible de
trouver  des relations entre
grandeurs  physiques lorsqu’on
connait toutes les grandeurs
physiques de la relation visée

Considerations eélementaires sur
I'agitation thermique dans les corps
solides(1911)




OBJIECTIFS ‘

( Présenter le concept d’analyse dimensionnelle \

« Expliquer le théoreme II conduisant a I'obtention de groupes
ou nombres sans dimension

e Décrire des nombres adimensionnels deéduits a partir des
équations de Navier-Stokes

 Regarder la similitude utilisant des nombres adimensionnels
k pour transporter de résultats de laboratoire vers le monde réel /
A4




Préambule - e

 “Une fois gu’on a étudié un cas en mécanique des fluides, on ne
veut pas étre obligé a demontrer que les résultats sont valables
pour dautres fluides, pour une multitude de vitesses et pour
plusieurs geometries”




Souris vs. ours p 1

Pourquoi il n'y a pas des souris au pole nord?

« La perte de chaleur d'un mammifere est proportionnelle au
rapport entre sa surface et son volume, soit g=L?%/ L3 =

e Le rapport de perte chaleur entre une souris de 5cm (0.05 m) et
un ours polaire de 2 m est q,/q,=2/0.05=40



Petit format (D@W[fnsﬁzﬁng) —

On estime que la quantité N de
nourriture  requise par une
personne est proportionnelle a
son volume(oc L3)

Supposons que le rapport de
geometrie entre les personnes du
monde reel et les gens a petit
format soit L,./L, = 8, alors

N,/N, = (L,/L.)" = (1/8)3 = 1/512
Il faut se réduire!




La dinde

Sur le web on trouve que le temps de
guis?]on pour une dinde de 5.5 kg a 163 °C est
e 3h. 3

Quel sera le temps nécessaire pour cuire &
une dinde de 11 kg?, 6h?

,01/3C . m2/3

K

Conductivité thermique k = 2 W / (m-K)
Capacité calorifique Cp = 3500 J / (kg-K)
Masse volumique p =~ 1000 kg/m3

t =

a verifier



Vite-vite le TRex arrive 400 N




Vitesse d'un dinosaure —

V =0.25G%°s167g~117

Formule valable pour le systéme SI, G = 9.8 m/s*
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At least not according to The Royal Society's 2007 study,
However, when Sellers and Manning performed these
stmulations in 2007, they were still using model predictions
that put T. rex's weight at 6,000 kg, but a recent study
published in PLoS put this Rigure at over 8,000 kg. So by
extending the rough pattern of bigger=slower, the newer, larger
T. Rex model would lag just a bit behind your average human,

te-vite le TRex arrive

D Homo sapiens

7.9 metres per second (m-s')

g4m-s'  105m-s’
: H 17.8 m-s’
B yrannosaurus B Velociraptor
8.0m-s' 10.8m-s!
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http://www.youtube.com/v/IXtDChNB3gc
http://www.youtube.com/v/IXtDChNB3gc
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip5aMF/Dominoes.wmv
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip5aMF/Dominoes.wmv

Leffet domino —

V7?7

[ i

ldée V=F(V,,1,d,g,m)
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Chap 5: Analyse dimengionnelle

5.1 Introduction




Introduction !

Dans cette partie on regardera deux sujets complémentaires:
I’analyse dimensionnelle et la similitude

L’analyse dimensionnelle est une méthode qui S’intéresse a
I'obtention d’equations décrivant des phénomenes a partir de la
simple supposition que ceux-Ci peuvent étre caractérisés par
certaines variables

Le résultat d'une analyse dimensionnelle est I'obtention de
groupes sans dimensions équivalents au systeme dimensionnel.
Cette operation reéduit le nombre de variables décrivant le
probleme

15



Remarques 3

 L'analyse dimensionnelle peut étre appliquee sans connaitre le
detailles intimes du phénomene physique.

« Mais attention! Cette approche requiert d’'une tres bonne
compréehension (voire intuition) du probleme a 'étude. En fait,
son utilisation aveugle peut conduire facilement a des
conclusions erronées

« L'analyse dimensionnelle donne des pistes pour ['étude
experimentale, ce qui facilite la recherche de solutions

16



I

Introduction % !

La similitude, est une meéthode de travail tres utilisée en
Ingénierie permettant l'étude de problemes sur Ila base
d’expérimentation et de comparaison.

La similitude bénéficie de I'analyse dimensionnelle et elle est
generalement appliqguée lorsqu'on ne peut pas effectuer un
essai en grandeur nature ou si le probleme a lieu dans un endroit
Inaccessible (une autre planete)

En pratique, on fait une étude sur maquette et la similitude
permet d’extrapoler les resultats vers Il'objet reel, appelé le
prototype.

17



~Analyse dimensionnelle: methodologie générale pour obtenir
des relations physiques sans dimension dans le but de minimiser
. |'étude expérimentale (ou numeérique)

(3
Similitude: approche formelle pour réaliser des test sur des

modeles et pour guider le transfert de résultats vers des
prototypes

18



Analyse dimensionnelle

Modele virtuel Maquette de laboratoire Prototype
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Qu@ll  est l'utilité? £ m

L’analyse dimensionnelle aide a:
1) Caractériser la physique d’'un probleme

2) Reproduire en laboratoire (maquette) ou sur ordinateur
(maguette virtuelle) la physique du prototype

3) Deévelopper des regles pour passer du modele au prototype

20



Quels sont les objectifs? m

Les objectifs specifiques de I'analyse dimensionnelle sont:

1) Reéduction des variables dimensionnelles sous la forme de
groupes sans dimension pourvus d’un sens physique

2) Diminution du nombre d’expériences a realiser

3) Simplification de I'échange d’information entre des modeles a
des échelles différentes

21
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iroplanage
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Exemple:lI"hydroplanage I

L'aquaplanage est un phénomene réduisant fortement l'adhérence
entre un pneu et la surface de contact. Il est causé par la présence
d'un film d'eau entre ces éléments et a la limite, une séparation
entre le pneumatique et la chaussée peut avoir lieu.

Plusieurs parametres interviennent dans ce phénomene.
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A 10 variables

- A
V = f(D,w,h,W, p,b, MHR, p, 11, 9)

D: diametre du pneu

w: largeur du pneu

h: épaisseur de la pellicule d’eau
W' charge verticale sur le pneu
p: pression du pneu

b : profondeur de I'empreinte du pneu p A variables §
MHR : rayon hydraulique moyen de la chaussee | ;2 b h W w oW b MHR
p :masse volumique de I'’eau g—D =F (p—DB »D? D’ g D' D J
U : viscosité dynamique de I'eau

£ accélération gravitationnelle 'y a moins de variables

V. vitesse critique d’aquaplanage

25



Exemple sur le colit .—

Voici un classique!

Supposons que l'on veut déterminer experimentalement la force
de trainée F sur une sphere lisse de diametre D qui se déplace
avec une vitesse uniforme V dans un fluide de masse volumique
p etviscosité u

V _—

P —

Y7, —

On cherche F=1(o,uV,D)
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Exemple sur le colit _

Admettons par exemple, que l'on décide déetudier Ile
comportement de la force F pour 10 vitesses V différentes et ce
pour 10 diametres D, avec p et u fixes (un seul fluide a la méme
température). Le nombre d’essais est de 100, dans ce cas.

R Vi Si on élargie l'etude pour 10
nouvelles viscosites u et 10

V. .
/ 2 novelles masses volumiques p,
/ Vi le nombre total d’essais requis

grimpe a 104. Au secours $$$!

F

10 X 10=100 essais avec p, n fixes

27



L’analyse dimensionnelle permet de diminuer le nombre de
variables (dimensionnelles vers adimensionnelles) et de reduire

ainsi le colt des experiences et des calculs

Voici un cas fort interessant
qui resume la méthodologie
a voir dans cette section



CONCEPT VIGNETTES
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https://www.youtube.com/v/3gxNrc_EEN8
https://www.youtube.com/v/3gxNrc_EEN8
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip5aMF/Rover_16.wmv
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Méthodes et dimensionsdondamentzlEs

Plusieurs meéethodes on éte développées pour ['obtention de
parametres sans dimension. Parmi ceux-ci on retrouve:

* |le méthode basee sur le Theoreme =

* |la méthode de Ipsen

« ['utilisation d’équations aux derivees partielles
(Navier-Stokes et d'autres)

Ces methodes reposent sur un systeme cohérent d’unités. En
mecanique des fluides, on utilise le systeme Masse, Longueur et
Temps (MLT)

30



—

Methodes et dimensions fondamenizl

On dit gu'un systeme d'unités est cohérent avec un groupe |
d’équations quand celles-ci sont satisfaites dans chaque cas
particulier en remplacant les symboles par les mesures obtenues

. avec les dites unites.

31



Dimensions fondamentail

Grandeur | Dimension Si l Symbole I
| Longueur | meétre | m | L |
Masse | kilogramme | kg | M |
Temps | seconde | S | T |
Température | kelvin | K | §) |

32



« En mécanique, L, M, T et 8 sont les grandeurs fondamentales
» Ces grandeurs sont indépendantes (irréductibles) entre eux
* Des unites derivées sont obtenus en fonctionde L, M, T et @

 Le passage d'un systeme d’'unités vers un autre, ne requiert
gue de facteurs de conversion

Les grandeurs fondamentales du systeme Sl sont 7
33



Variable

Accelération
Vitesse Angulaire
Aire
Masse Volumique
Poids Volumique
Force
Viscosité Cinématique

A SEEED. SEEED. SEEED. SEEED. SEEED. SEEEER. SUSSSS—
—
1 N !
A, SENED. SN, SENED. AN, SN, SEEEER. U

34



Variables dérivées comuiilili

Variable : MLT |
Puissance | MLZT -3 l
Pression l MLAT -2 l
Tension Superficiel | MT -2 l
Vitesse l LT l
Viscosité | MLT l
Volume | LS l

Débit l L3T |
 Travail, Energie l MLT -2 l

35



Chap5: Analyse dimensionineil

2 Y

' y
5.2 Homogeéneité dimensionnelle




5.2 Homogeénéité dimensionnelle
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4

Homogeéneite

Une loi physique (équation) est dimensionnellement homogene si
. chacun des termes qui la composent a les mémes dimensions.

L'équation de Bernoulli:

H=z+p+v

Yy 29

est dimensionnellement homogene. En effet,

2

J-B. Fourier, dans son ouvrage Théorie analytique de la chaleur, a été le premier a exprimer

le concept d'homogénéité dimensionnelle.
38



p v
H=z+—+— 4
Homogenelte u Yy 29 £ = mogeéneéité dimensionnelle

Variable l Dimensions l
Pression l ML-1T -2 l
Vitesse l LT -1 l
Accélération l LT -2 l
Hauteur | L l
Poids spécifique | ML 2T -2 {

1 -2 LT -1 Z

H=L+MLT [ } =L+L+L

_|_
ML T 2 LT 2
H=2z +p/y +v?/2g

26



Homogeéeneite m

L'équation de Manning, est un exemple classique en mecanique
des fluides d'une formule non homogene. Elle est utilisée pour
estimer la vitesse dans les canaux hydrauliques:

-1p2/3¢c1/2
V =n'R?%S )

Vila vitesse moyenne (LT?!) n: coefficient de rugosité
(adimensionnel). R rayon hydraulique (section mouillee /perimetre
mouille) (L):, S: pente du fond du cours d’eau (adimensionnelle).

40


https://en.wikipedia.org/wiki/Manning_formula
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Préambule y. m

Afin d’introduire certains elements de I'analyse dimensionnelle, on
regarde I'expression donnant la position S a un temps t d’'un objet
soumis a une acceéleration g. La formule tient compte de la
position et de la vitesse initiale de 'objet, S, et V,, respectivement.

La formule homogene a 'étude est =

S=S,+V,t+1/2gt°

L L ET %TZ
T T



Préambule E

On verra dans la suite que l'analyse dimensionnelle cherche
plutot a etablir des relations mathématiques, qu’on ignore a priori,
entre difféerentes variables physiques. En d'autres mots, les
formules sont inconnues et on tente de les construire.

Pour I'instant on veut utiliser une équation connue et I'écrire sous
une forme adimensionnelle, autrement dit, on cherche a éliminer

toute dimension associé a ce probleme spécifique

42



Application

ansionalisation

Pour commencer l'analyse, on dresse une liste des quantites
physiques et de leurs dimensions

S=8y+ Vot +1/2gt*

Quantité |S

S

Vv

o

_-t_

9

Dimensions | L

L

LT

T

LT

Le tableau indique que les dimensions fondamentales de

I’équation sont deux: lalongueur L et le temps T

43



Application | m

L'équation S =S, + Vot + 1/2gt> comprends cing variables et
nous pouvons lI'ecrire symboliguement comme § = F(Sy, Vo, t, g).
Le symbole S identifie la variable “cible” ou “d’'intérét”

Parmi les restantes, on peut distinguer celles qui ont un impact
sur “I'évolution” de la variable cible

De maniere intuitive on peut dire qu’il s’agit du temps t est de
I’accéléeration g (de la planete en question)

Quantité |S t g S, |V,
T LT LT

r
r

Dimensions

44



Nous avons ainsi trois variables imbriquées (S,t, g)

Les variables restantes sont (§,,V,). Celles-ci agissent comme
des niveaux référence. Les conditions initiales et au frontieres se

trouvent, parmi d’autres, dans cette catégorie.

Apres ces commentaires préliminaires, nous allons regarder
I'adimensionnement de I'équation S = Sy + Vot + 1/2gt?

Quantité |S t g S, |V,
LT2 LT

—
-
-

Dimensions

45



Application

Pour debuter 'adimensionnalisation on peut sélectionner un, ou
une combinaison des parametres “de reférence”

1) Nous choisissons come reférence Sy pour la dimension de L

S =38+ Vot + 1/2gt2
et nous faisons une mise a I'’échelle par §,

Quantité |S t g S, |V,
Dimensions | L T LT2 L LT?

46




Application e i
S/S,=1+(V,/S,)t+1/2gt* /S,
L/L (Ej r 1T
T)L T L

On peut noter que le second terme dans le membre de droite
mene naturellement a un facteur d’échelle temporel, ou temps de
reference: S¢/Vo. Ainsi, on peut définir une variable sans
dimension t* accompagnée de la variable sans dimension S”, soit:

S t

S*=—, t*=
50 So/Vo

a7



Application -

Avec t* =t/ (Sy/V,) on obtient t*2 = (t/ (Se/Vy))?

Alors, le troisieme terme 1/2 gt?/S, peut s’écrire 1/2 (gSo/V§)t*?,
et I'équation S = S, + Vyt + 1/2 gt? devient (sans dimension):

S =14t +1/2<g O)t
VO

Dans cette équation on distingue trois termes sans
dimension: S$*,t* et le regroupement gS,/V,?

48



Dimensions L T LT2 L

Application . Cosssrecm

En fait, le terme gS,/V,?correspond a une nouvelle variable
sans dimension, que nous appellerons g*,associe a I'accélération
gravitationnelle g. Comme pour S*et t*, on peut établir:

« 4
Vi'/So
Ce qui permet d’écrire I'equation adimensionnelle:

g

S*=1+t"+1/2g*t*

49



D’autres choix sont possibles pour l'adimensionnalisation de
I'équation a I'étude. Ceux-ci conduirons a d'autres échelles pour
le temps, le déplacement et I'accélération gravitationnelle

Deux cas sont presentés en annexe

50



Conclusions y m

e L'equation adimensionnelle correspondante a S = F(Sy, Vo, t, g)
estS* = f(t*, g7)

 Dans I'équation dimensionnelle interviennent 5 parametres

 Dans I’ équation adimensionnelle on retrouve seulement 3: une
distance, $*, un temps t*, et un acceéleration, g*

S b ¢ o = g
Y — So/Vo VZ/So

S*

51



* On constate que la différence entre le nombre de variables dans
la formulation dimensionnelle (5) et le nombre de parametres
dans la(es) formulation(s) adimensionnelle(s) (3) est égale au
nombre de dimensions fondamentales (2:L,T)

On vient de redecouvrir le theoreme de Vaschy-Buckingham!

Ny

]

N
/

|
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/5.3 Théoreme de Vaschy-Buckingham




Théoréme = de Vaschy-ulckiie

&
4 q
5 W
Xon
M yj
Nl

Aimé Vaschy 1857-1899

Le travail de Aimé Vaschy * Sur les
lois de similitude en physique” a été
présenté en 1892 dans Annales
Telegraphiques 19 (1892), 25-28

Deux années auparavant, dans les
préliminaires de son ouvrage: Traité
d’électricité et de magneéetisme, |l
explique la réduction du nombre de
parametres lorsqu'on regroupe des
guantités physiques pour génerer des
nombres adimensionnels

54
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héoreme n de Vaschy-

ANNALES “.:

TELEGRAPHIQUES

TROISIEME SERIE

TOME XL\

1892

PARIS
V'®* Cu. DUNOD, EDITEUR

LIBRAIRE DES CORPS DES PONTS ET CHAUSSEES, DES MINES
ET DES TELEGRAPHES
Qual des Augusiing, 49

1892

SUR

LES LOIS DE SIMILITUDE EN PHYSIQUE

La loi de similitude la plus générale en mécanique
et en physique résulte du théoréme suivant :

Soient a,, a,, a,,...4, des quantités physiques, dont
les p premidres sont rapportées & des unités fonda-
mentales distinctes et les (n—p) derniéres & des uni-
tés dérivées des p unités fondamentales (par exemple
a, peut étre une longueur, a, une masse, &, un temps,
et les (n—3) autres quantités a,, a,,...a, seraient
des forces, des vitesses, etc.; alors p=3). Si entre
ces n quantités il existe une relation :

Fla,, ag, ... an) =0, 1)
qui subsiste quelles que soient les grandeurs arbi-
traires des unités fondamentales, cette relation pent
se ramener i une autre entre (n—p) paramétres au
plus, soit:

STy, Ty oo Tamp) = 0, (2)
les paramétres r,, z,,...Z,, étant des fonctions mo-
nomes de a,, 4,,... a, (par exemple z,=Aa}"'aj"...a%").

Dans le cas particulier ol n=25 et p = 3, onre-

. trouve le théoréme donné par M. Carvallo (*).

Pour démontrer le théoréme que nous venons d'é-

(*) Voir p. 21.

26 SCR LES LOIS DE SIMILITUDE EN PHYSIQUE.

noncer, remarquons que les quantités a,,,, a,,,,...a,
étant rapportées & des unités dérivées, cela revient &
dire que I'on peut trouver des exposants «, §,... «',f"...
tels que les valeurs numériques des rapports

Qpty Qpiy

@ b ok — Ty o F W = Tay ey
a, ﬂ!...ﬂp ﬂl a’ ...a’

soient indépendantes des valeurs arbitraires des uni-
tés fondamentales. (Ainsi a,, a,, a,, a, désignant res-
pectivement une longueur, une masse, un temps et

a.
a

P aurait une valeur indé-
3

une force, le rapport
£ 3

pendante du choix des unités). Or, la relation don-
née (1)

F(ay, @y, o Gp, Gpiyy Gptay -) = 0,
peut s’écrire :

P S _
F(ay, dg, .. Gpy 2,05...0), 230 .a), o) = 0,

ou plus simplement
Slay, agy.o.@py Ty, Ty, ven Tnp) = 0. (3)
Mais, en faisant varier les grandeurs des unités fon-
damentales, on pourra faire varier arbitrairement les
valeurs numériques des quantités a,, a,,... @, dont
les grandeurs intrinséques sont supposées fixes, tan-
dis que les valeurs numériques de z,, z,,...¥,, e
changeront point. La relation (3) devant subsister,
quelles que soient les valeurs arbitraires de a,, a,,
...4,, doit étre indépendante de ces paramétres; cette
relation prend ainsi la forme la plus simple (2).
G.Q.F.D.
Applications. 1° si la durée T de I'oscillation d'un
pendule ne dépend que de sa longueur /, de sa masse
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ANNALES

TELEGBAPHIQUES

TROISIEME SERIE

TOME XL\

1892 \

La loi de similitude la plus générale en mécanique
et en physique résulte du théoréme suivant :

Soient a,, a,, a,,...a, des quantités physiques, dont
les p premiéres sont rapportées & des unités fonda-
mentales distinctes et les (n—p) derniéres & des uni-
tés dérivées des p unités fondamentales (par exemple
a, peut étre une longueur, a, une masse, a, un temps,

Si entre ces n quantités il existe une relation :
F(a,, a3, ... ax) = 0, (1)

qui subsiste quelles que soient les grandeurs arbi-
traires des unités fondamentales, cette relation pen!
se ramener & une autre entre (n—p) parameétres av

plus, soit:

f(xl: Tgy voe :t,._,) =0, (2)



Théoreme = de Vaschy

TRAITE

D’ELECTRICITE

DE MAGNETISME

THEORIE ET APPLICATIONS
INSTRUMENTS ET NETHODES DE MESURE ELECTRIQUE

COURS PROFESSE A L'ECOLE SUPERIEURE DE TELEGRAPHIE
FAR

A. YASCHY

H
Ingénieur des Telégraphes, Répititeur & Mfcole Polytechnique.

TOME PREMIER

PARIS
LIBRAIRIE POLYTECHNIQUE, BAUDRY ET C*, EDITEURS
15, RUE DES SAINTS-PERES, 15
MAISON A LIEGE, RUE DES DOMINICAINS, 7

1890
Tous droils réservés.

Les quanlilés qui gardent une valeur conslanle dans le cours
des calculs, en particulier les conslantes physiques : intensité g

puisque, & chajque systeme de valeurs des nouveaux parame-

u . = . .
tres /, 5, ud..., correspond un systeme bien déterminé de valeurs

de la pesanteur, vitesse a de la lumiére, ete., ne doivenl pas étre des paramétres primitifs /, u, 4, g, f.

considérées comme des coeflicients purement numériques. Leur
valeur numérique, au lien d'étre invariable, dépend des unilés
fondamentales choisies. Cette observation est d'une grande impor-
tance.

Supposons que I'on ait élabli une relation de forme quelconque,
par exemple :

sihu,d,g. =0
dans laquelle nous meltons en évidence toules les quantités, cons-
tantes ou variables, donlles dimensions ne sont pas nulles : lon-

gueur /, volume w, densité 4, intensité g de la pesanteur, force f.
On peut mettre cette relation sous la forme toul aussi générale :

4 (:. B ud, \[& 'u‘;“y) =0

Or i'f_el u‘rTyonl des dimensions nulles, tandis que / est une lon-

gueur, ud une masse (-.t\/z un temps. 8i done on fait varier ar-
b

bitrairement 'unité de longueur, les unités de masse el de lemps
restant constantes, { variera aussi arbitrairement, mais les quatre
aulres quanl.ilés,i:li , ud,... resteront conslantes. Pour que I'équa-
tion ¥ = o soit toujours satisfaite, il faut évidlemment qu'en réa-
lité elle ne conticnne plus la quantité L. De méme elle ne doit

contenir ni ud ni \/:-, , et elle se réduit finalement a :

u [\ _
(3 afg) =
équation nécessairement homogene, puisqu’elle ne renferme que
des grandeurs 3, et ﬁ de dimensions nulles.

Cet exemple suflit & montrer pourquoi toute relation physique
doit &tre homogéne, c'est-a-dire réductible & une équation ne ren-
fermant que des grandeurs de dimensions nulles.

Nous avons supposé que les trois unités fondamentales L, M, T
sont irréductibles entre elles. Elles le sont effeclivement, au moin
dans I'étal actuel de la science, et les lentalives failes jusqu'iti
pour les relier entre elles par des lois naturelles, telles que celle
de la gravitation universelle, ne reposent que sur des illusions.

Cet exemple suffit & montrer pourquoi toute relation physique doit
étre homogene, c’est-a-dire réductible a une
renfermant que des grandeurs de dimensions nulles 57
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Dimitri Riabouchinsky
(1882-1962)

D. Rlabouchmsky, aerodynamicien russe
fondateur de [llInstitut Aeérodynamique de
Koutchino, a publié en 1911 un article sur les
nombres adimensionnels: Meéthodes des
variables de dimension zéro et son application
en aerodynamique, L'Aérophile pp.407-498,
1911
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Theoreme n de Vaschy-
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ON PHYSICALLY SIMILAR SYSTEMS; ILLUSTRATIONS OF
THE USE OF DIMENSIONAL EQUATIONS.
1914

By E. BUCKINGHAM.

1. The Most General Form of Physical Equations.—Lct it be required
to describe by an equation, a relation which subsists among a number of
physical quantities of n different kinds. If several quantities of any
one kind are involved in the relation, let them be specified by the value
of any one and the ratios of the others to this one. The equation will

then contain|# symbols Q, - - - Q,, one for cach kind of quantity} and
also, in general,a number of ratios 7/, r”", ete.|so that it may be written
FQu Qo o Qua ¥y 1", o) = 0. (1)

Let us suppose, for the present only, that the ratios r do not vary
during the phenomenon described by the equation: for example, if the
equation describes a property of a material system and involves lengths,
the system shall remain geometrically similar to itself during any changes
of size which may occur. Under this condition equation (1) reduces to

F(Qy, Q2 -+- Qn) = 0. (2)
60
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Théoreme n de Vaschy-4Suckiignims

Utilité

Le théoreme permet de réduire le nombre de variables
decrivant un phénomene physique en ne considerant que des
parametres (produits) adimensionnels

Le théoreme permet de préciser ce nombre de produits
adimensionnels indépendants que I'on peut former a partir des
variables dimensionnelles fondamentales du probleme.

Le theoreme simplifie la planification, la présentation et
I'interprétation de donnees expérimentales ou numériques.
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Question fondamentaleg

5.3 Théoréme de V-B

- De combien nombres sans dimension en a-t-on besoin pour représenter
la solution d’un probleme?

Qui sait? Je vais regarder le
théoreme, ou cas

AM?
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Théoreme = de Vaschy- r

Une loi physique, exprimant le comportement d’'une grandeur V,
comme fonction de N-1 parametres V,......VVy, peut s’écrire:

Vl = F(VZJ V3; hooo VN)

d
V:F(VO;I,d,g’m) VD—//LL[M

V=Fd,g,m,p)
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Théoréme n de Vaschy-4uiekinghl

ou encore de maniere implicite,

f(V1; V5, V3, ... VN)=O lly aN variablfs physiques!
f 1V1|1d1 ;m :O \"“—' /L I,m

V.V, 1,d,g,m) // ||
f(\/,d,g,m,p)zo =) P

il M,
Le theoreme w de Vaschy-Buckingham affirme que toute loi

physique peut se réduire a un nombre minimal d’inconnues en
introduisant des variables sans dimension notées m;
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Theoreme = de Vaschy—

‘La forme la plus générale de toute équation physique "
dimensionnelle exprimee comme:

f(Vl,Vz, V3,....VN)=O

est
¢(7T1,7T2,7T3,....7TK)=0 (K <N)

ou les symboles z; dénotent des nombres a dimension nulle
obtenus a partir des grandeurs physiques V
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Théoréme n de Vaschy-4uickiis/hzin

" Le nombre de &t variables sans dimension (noté par K) est egal
au nombre de variables physiques de départ (noté par N)
moins le nombre de dimensions fondamentales (noté par J,

~ souvent J=3) utilisées par ces variables.

K=N-]

La meéthodologie suggérée pour déeterminer le différentes =
variables est expliqué par la suite
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Méthodologie .

1) Enumérer les N parametres (grandeurs physiques
iIndépendantes) du probleme a I'étude

2) ldentifier la (les) variable(s) d’interét (genéralement une seule)

3) Déterminer un systeme d'unites ayant J dimensions
fondamentales (tres souvent J=3 pour (M,L,T))

4) Construire un tableau dont le nombre de rangées correspond
au nombre de dimensions fondamentales (J) et le nombre de
colonnes au nombre de parametres physiques (N). Réserver
la premiere colonne pour la variable d’intérét (cible)

Remarque: Mathématiquement, la variable d’intérét (ou cible) est appelée variable dépendante
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Méthodologie E

5) Exprimer les N quantités physiques fondamentales en termes
des dimension fondamentales. Par exemple, une acceléeration
comme [a]=M°LT2? et une masse volumiqgue comme
[p]=ML3TC,

6) Remplir les cases de chaque colonne avec les exposants
(incluant leur signe) des dimensions fondamentales (M,L,T)
présents dans les parametres physiques correspondants
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Meéthodologie E

7) Appliquer le théoreme de Vaschy-Buckingham pour
determiner le nombre (K=N-J) de quantites adimensionnelles
m; , décrivant le méme probleme avec moins de variables.

f(V,V,, V..V )=0 = o(n,7,,7,,... T, )=0

On est prét, ou presque, pour préciser les &, Mais avant, il est
pratique de rearranger et scinder le tableau ou matrice aux
dimensions construit aux etapes 4),5) et 6).
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. M éthOd o I Og ie ’ éta pes 5.3 Théoréme 1

Pour fins d'illustration on regardera le cas étudié precedemment
donnant la position S, supposée de la forme S = f(Sy,Vy, t, 9)

Var. dépendante
ou cible

S

1
0
L
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Méthodologie :étapes 146

Pour fins d'illustration on regardera le cas étudié precedemment
donnant la position S, supposée de laforme S = f(Sy, Vo, t, g)

5.3 Théoréme

Var. dépendante | Var. indéy
ou cible
S t
L 1 0
0 1
L T
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Méthodologie :étapes 14 -

5.3 Théoréme

Pour fins d'illustration on regardera le cas étudié precedemment
donnant la position S, supposée de laforme S = f(Sy, Vo, t, g)

Var. dépendante | Var. indépendantes
ou cible
S t g
L 1 0 1
0 1 -2
L T LT
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Méthodologie :étapes ; -6

Pour fins d'illustration on regardera le cas étudié precedemment
donnant la position S, supposée de laforme S = f(Sy, Vo, t, g)

5.3 Théoréme

Var. dépendante | Var. indépendantes

ou cible

S t g S,
L 1 0 1 1
T 0 1 -2 0

L T LT L
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Meéthodologie :étapes : y

Pour fins d'illustration on regardera le cas étudié precedemment
donnant la position S, supposée de laforme S = f(Sy, Vo, t, g)

5.3 Théoréme

Var. dépendante | Var. indépendantes

ou cible

S t g S, V,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 -2 0 -1

L T LT L LT
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4 g ) Ml u® . @ 7 @ B, o N
Methodologie: S=f(Sy, \W@yﬁ:yg)/
La partie a droite du tableau (variables indépendantes) peut étre

regardée comme une matrice de taille (2x4).

Puisqu'on a J=2 dimensions fondamentales, on choisit 2
colonnes (pas nécessairement les deux dernieres!) parmi les 4
présentes, pour définir un sous-tableau, ou matrice carree
(2X2) sur la partie a droite

Var. dépendante | Var. indépendantes
ou cible

S t g S, Vv,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 =2 0 =1

L T LT2 L LT
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Methodologie: S=f(S,, V@,,t,,g)

Dans cet exemple, les variables Sy, Vo seront adoptées

Les variables restantes t,g, sont regroupées a gauche avec la
variable cible §. On trouve alors un sous-tableau a gauche
compose de trois colonnes

Var. dépendante | Var. indépendantes
ou cible

S t g S, Vv,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 . 0 -1

L T LT L LT
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Méthodologie: S=f(S,, Vg,t,g)

Cible ou Var. Var. indépendantes | Var. indépendantes
dépendante (imbriguées) (références)
S t g S, V,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 -2 0 -1
L T LT L LT

2 dimensions fondamentales
—> 2 colonnes

e



Méthodologie: S=f(S,, v@ﬁt,,g)

Les variables (Sy, V() choisies pour construire le sous-tableau a
gauche sont appelées variables réepétées et les 3 variables
restantes (S, t, g) sont nommeées variables non repétées

Variables non répétées Variables répétées
S t g S 0

L 1 0 1 1 1

T 0 1 -2 0 -1
L T LT2 L LT
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Meéthodologie 4

Et le theoreme de Vaschy- Buckingham ou est-il passé?

Il a été appliqgué sous silence puisque K= N-J =3: le nombre de
variables physiques (N=5) moins le nombre de dimensions
fondamentales (J=2).

K=3 est le nombre de parametres adimensionnels wm; a
determiner. Ce chiffre correspond exactement au nombre de

variables non répétées. :‘
Y ‘
\(‘f
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Comment choisit-on les variables répétees (a droite)?
I.  Clairement, plusieurs choix son possibles

. Il faut que leurs dimensions couvrent I'ensemble de
dimensions neéecessaires pour deéfinir les grandeurs
physiques du probleme (généralement M,L,T). Deux, L,T,
pour le cas courant.
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Méthodologie 4

Comment choisit-on les variables répetées?

lii. Il faut qu’elles soient dimensionnellement indépendantes.

- En pratique on doit vérifier que le déterminant du sous-tableau,
ou matrice carree (3X3 lorsqu’'on a M,L,T ,mais 2X2 pour le cas
. courantavec L,T) ne soit pas nul.
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Variab

Meéthodologie

'_
Flo =W
- =[O |

8) L'étape suivante est la construction des variables sans
dimension. Dans ce cas, =«, , &, et @,

En général, un nombre adimensionnel =, est obtenu divisant
chaque variable non répétée (colonnes jaunes) par un produit
de variables répétées (colonnes vertes) élevées a différents
exposants. De maniére symbolique:

L'indice i dénote les colonnes(vertes) a
Vi,non répétée gauche. L'indice k indique les colonnes(3)
O, a droite. Le symbole a; représente les
J ik ' .
Hk:1 Vk(répétée exposants de chacune des k variables
répétées pour chaque nombre =,

w; =
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Méthodo H@gﬂ@

Pour le cas particulier de 'exemple on a:
S t g
— TL’ — —
(So)*11(Vg)*12 27 (S)®21(Vg)%22 3 T (§,)as1 (V)32

T

On note que dans le dénominateur de =, , @, et w;0n retrouve de
maniere recurrente (répétee) les variables S, et V , élevées a

d Iﬁe re nteS pu ISsan CeS Variables non répétées Variables répétées
S t g S, V,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 -2 0 -1
L T I\ L L
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Méthodologie

5.3 Théoréme

Etant donnée que les nombres = sont adimensionnels, on peut
obtenir les exposants a;, pour k=1,2 pour &, , , et m; en écrivant
deux equations a deux inconnues a partir du tableau (matrice)

Variables non répétées

Variables répétées

S t g S, Vv,
L 1 0 1 1 1
T 0 1 -2 0 -1

L T LT L LT
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—— . y K
Methodologie ™ (So)an(v

Pour x;:

11 +a12 = pour L 11 = 1 S
T, =—
0 X 11 —Aq12 — 0 pour T a1 = 0 So
Variables non répétées Variables répétées
S t g S, Vv,
L 1 0 1 1 1
T 0| 1 -2 0 -1
L T LT L LT
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a2 " Al
Méthodologie g

Pour m,: —(n —
ar1 +a22 =10 ay1 = 1
) !

_ , =
0Xaz; —az = ay, = —1 2 SV, *
Variables non répétées Variables répétées
S t g S, Vv,
L 1 0 1 1 1
T 0 1] |2 0 |1
L T LT L LT
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— i 49
Methodologie 3 j(so)an(v

Pour m,:

31 +a32 — d31 —1 T — g
- 37 o-hys2

Variables non répétées Variables répétées
S t g S, Vv,

L 1 0 1 1 1

T 0 . ) T E
L T LT2 L LT1

87



Méthodologie

Alors, les trois parametres adimensionnels &t sont
S t g
= —, T = , TCT>» =
So 27 50/Vo T VE/S,

T

Ces nombres coincident avec les termes S*t*, g*,trouvés '
auparavant, sauf qu’on ne connait pas la fonction §* = f(t*, g*)
qui les relie

Autrement dit;
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Methodologie

Le théoréme 7 ne permet pas de déterminer la forme explicite
‘de I'equation:

Avant de regarder un cas avec un visage de mecaniqgue de
fluides, une explication sera donnee sur la logique appliquéee pour
I'adimensionnalisation des variables
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Le secret du tableau

Pour expliquer la logigue, nous choisissons de regarder la forme
adimensionnelle correspondante a la variable g, soit

g9

— sans dimension
sayb
0Yo

T3

Nous regardons les dimensions des variables

_L/T?
B La(LT—l)b

3
Ce rapport n'a pas de dimensions

Remarque: nous avons remplacé a = a3, b = as,
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T | L/T?
Le secret du tableau 3 = JacLT-1p
Nous écrivons alors une équation pour chaque dimension afin
gue le résultat du quotient soit nul (dimension zéro)

Pour L: 1-a-b=0 m) a+b= 1 mp a=-1

PourT -2—-0+b=0 ™% 0-b=-2 mp b= 2

g __ 9
savy V3/So

3

Cette meéethodologie est répétee de maniere structurée dans
le tableau pour chacune des variables
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Application

V

On veut trouver les nombres adimensionnels qui permettent de
caractériser la force de trainée Fp sur un voiture. Cette variable
est la cible!

On considere que Fy dépend des parametres V, p,u et L
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

i l° R O
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

L ° O O
M 1
L 1
T 2

MLT2
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

R O O R L
M 1 1
L 1 3
T -2 0
MLT-2 ML3
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

RN (O [ O
M 1 1 1
L 1 -3 1
T -2 0 il
MLT-2 ML3 ML-LT-L
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Variables et dimensions 4

5.3 Théoréme m:exemple

Fy l Y l " l . I : I
M 1 ; 1 !
L 1 - 1 1
T 2 ; 1 O

MLT-2 E - L
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Variables et dimensions 4

5.3 Théoréme m:exemple

Fy l Y l " I . I : I
M 1 : 1 ! O
T 2 . 1 | 1

MLT-2 ML3 vET L .
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Deux types de variables 4

Cible
Variable d’intérét | Variables indépendantes
| (dépendante)

Fp Y H L \
M 1 1 1 0 0
L 1 -3 -1 1 1
T -2 0 -1 0 -1

MLT2 ML3 MLAT L LT

101



Théoréme n e

Jusgu’a present on realisé les étapes 1)-6). Il faut maintenant
determiner les K=N-J quantités adimensionnelles «© définies par
I'application du théoreme de Vaschy-Buckingham. En fait, ceci
est réalisé automatiguement une fois que le tableau est divisé en
deux, avec un sous-tableau (3x3) de variables repétees
positionné a droite. Le nombre de colonnes restantes, correspond
aux nombre de & sans dimension.

Dans cet exemple, on choisit p,L )V comme des variables
repétees. On note que dans son ensemble, ces trois quantites

comprennent les unités fondamentales M,L, T .



Théoréme = y M

Pourquoi pas choisir 4,L,V comme des variables répétees?

Aucun probleme, puisqu’elles sont également linéairement
iIndépendantes et comprennent les unités fondamentales M,L, T .

Le choix courant est simplement du type, “On est des géneraux
apres la bataille”, puisque nous voulons répéter un résultat connu!
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éta pe 2: deux types de v

Variables non répétées Variables répétées
Fp K P L \
M 1 1 1 0 0
L 1 -1 -3 1 1
T 2 1 0 0 1
MLT-2 MLAT? ML-3 L LT
V —_—
p —

104



Parametres n 4

On est arrivé a la derniere etape (8) pour trouver finalement les
parametres sans dimension. Le tableau nos indique qu’il y en a
deux. Notamment:

Remarque: Pour chaque nombre, les coefficients a1, a1, a3 et
®,1, A2, A3 POUr m, et T, ont été remplacés par a,b,c. Il s’agit d'une nomenclature
courante trouvée dans la littérature
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n, :@xposants a,b,c

l
Pour Tfl: a+0Xb+0Xc|= 1p0uth_“a=1 P Fp
: _ pL?V?
—3a + b+ «c|=| 1|pourL — b= 2
OxXa +0Xxb— cl=|—-2/pourT . c=|?2

Variables non répétées Variables répétées
Fo H P L vV

i 1 1 i 0 0

L 1 il -3 1 1

T _y E) 0 - :
MLT2 MLAT- ML-3 L —
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m, :@xposants a,b,c

Pour @, a+0Xb+0Xc =
—3a + b + C

OxXa +0Xxb— c =
Variables non répétées Variables répétées
Fo H P L v
M 1 N 1 - 5
L 1 -1 3 1 1
T 2 —1 0 0 -
MLT2 ML1T ML3 L —
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Théoremende V-B 4

Les coefficients =, et w,sont alors
Fp U
pl2V? pLV

m =

Ces deux parametres sont bien connus en mécanique des fluides
et on les appelle «, = C, (Coefficient de frottement ou de trainée)
et m,= 1/Re ('inverse du nombre de Reynolds).

Le choix u,L,V comme des variables répétées donne lieu a nt; = F/ulLV, nt, = pL3V/iu ?2??
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La relation F=f(p, u, L, V)

devient Fp u
=P — Cr = ®(R
pVZ2L2 (pLV) 2 (Re)

Par expeéerimentation on trouvera la fonction ® qui fournira le
coefficient de trainée Cy en fonction du nombre de Reynolds Re.
Par la suite, avec p, L,V on déterminera la force de trainée Fy
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Remarques m

 On avait cing(5) quantités physiques dimensionnelles sous la
forme: F=f(p, u, L, V)

« Maintenant on a que deux (2) parametres sans dimension
sous la forme: Cy = f(Re)

Pour étudier le comportement de la force F pour 10 p, u, L, V,
chacun, on doit réaliser 10* expériences. Pour étudier le méme
probleme, il suffit de réaliser 10 expériences a 10 nombres de
Reynolds différents. A 1$ 'essai....
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5.3 Théoréme m:exemple

s APIL=T(D,V,p,p)

La conduite est horizontale, ainsi le champ gravitationnel n’intervient pas
111



ML2T2 ML3 MLLT MOLTO LT

La conduite est horizontale et le champ gravitationnel n’intervient donc pas
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Perte dans une

AP/IL=1(D,V,pu,p)

.3 Théoréme m:exemple

Ap=AP/L | |.| | D I 0 I v I
M 1 l 1 0 1 0
L 2 l 1 l 1 3 1
T 2 l 1 l 0 0 1

ML2T-2 l MLAT -1 l MOLTO ML-3TO MOLT-L

7T, = Ap T, = H
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n, :exposants a,b,c .

m0xa+ b+ Oxc =[1|lpourM b= | 1| |m,-2PP
oV
a—3b + ¢ =|-2/pourL —a= |—-1
OXa +0xb — ¢ =-2/pourT -~ c=| 2
Ap=AP/L H D P \/
M 1 1 0 1 0
L 2 -1 1 3 1
i 2 B 0 0 ;
ML2T2 ML-AT -1 MoLTO ML3TO MOLT-
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m, :@xposants a,b,c

5.3 Théoréme m:exemple

m:0xa+ b+ O0Xc = 1pourM_ b=| 1 |n,=--—
DoV
Yo,
a—3b + ¢ =|—-1jpourL —a=| 1
OXa+0xb— c¢=-1pourT -~ c=| 1
Ap=AP/L l|.| D p v
M 1 1 0 1 0
L 2 =1 1 3 1
T 2 -1 0 0 1
ML-2T-2 MLIT -1 MOLTO ML-3TO MOLT-1

(o)
2
PV D oV 115




L'analyse dimensionnelle a permis d’eliminer trois variables et
d’établir la dépendance de m; en fonction de m,. Cependant, la
fonction f est inconnue et seule I'expérimentation permettra de la

deécouvrir
ApD _ [ u
PV ? D oV
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Remarque E

Dans ce probleme, la conduite a été considérée comme etant
lisse sans aucune aspeérité.

En pratique, pour caractériser la qualité d’'une paroi on introduit
une rugosité moyenne g ayant la dimension d’'une longueur. Dans
ce cas:

Ap=APIL=Ff(D,V,u,p) Ap=T(D,V, u, p,¢)
ApD U €
sz_f DpV’D

On reviendra sur ce résultat lors de I'étude d’écoulements dans des conduites =



L@ [@aﬂ‘@ghut@ sur Mars

AR
Nous reprenons Iexemple du parachute utilisé pour «amarsir,
sur Mars. Le variables sélectionnées pour décrire le probleme
sont illustrées sur la figure. La variable cible c’est |la vitesse V

L

:.-.:;}“




Tableau ”
Variables
M
L
T
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Tableau

Variables
pP

M 1

L -3

T 0
ML3
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Tableau

Variables
P H
M 1 1
L -3 -1
T 0 -1
ML3 ML1T1
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Tableau

Variables

p )z g
M 1 1 0
L -3 1 1
T 0 1 2

ML3 ML1T1 LT2
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Tableau

Variables

p JZ g d
M 1 1 0 0
L -3 -1 1 1
T 0 -1 -2 0

ML3 ML1T1 LT2 L

123



Tableau

Variables
p JZ g d m
M 1 1 0

|—
1
w
1
[EEN
. =
—lo|lr|o
z|o|lo| -
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Tableau

Variables
Cible
p JZ g d m \Y
M 1 1 0 0 1 0
-3 -1 1 1 0 1
T 0 -1 -2 0 0 -1
ML3 MLT? LT2 L M LT
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Variables non répétées

Cible V et compagnie

\Y d JZ p g m
0 0 1 1 0 1
1 1 -1 -3 1 0

-1 0 -1 0 -2 0

LT M ML1T? ML3 LT2 L
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n, :@xposants a,b,c

héoréme m:exemple

) SR
Pour m;: a+0Xb+ c =| 0jpourM . c= 1/6
—3a + b +0Xc =] 1]|pourL — a=|-1/6
OxXxa —2b+0Xc=-1jpourT - b= 1/2
+ p _1/2]
Variables non répétées Variables répétées vV pl /6
mny =
v d u P - " 1 gl/2m1/6
M 0 0 1 1 0 1
L 1 1 1 -3 1 0
T (1] 0 -1 0 -2 0
LT M MLAT ML3 LT2 L
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w, :@xposants a,b,c

) )
Pour m,: a+0Xb+ c =|0lpourM . c=| 1/3
1
0

héoréme m:exemple

—3a+ b +0Xc = pourL — a=|-1/3

OxXa —2b+0Xc = ourT -~ b= 0
p —
Variables non répétées Variables répétées d pl /3
I, =
4 d = p 4 m ml/ 3
M 0 0 1 1 0 1
L 1 1 1 -3 1 0
T -1 0 -1 0 -2 0
LT M MLAT ML3 LT2 L
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7w, ;@xposants a,b,c

O )

Pour m;: a+0Xb + c = 1jpourM __ c=|—-1/2
—3a + b +0xc=—-1|pourL —~a=| 1/2

Oxa —2b+0Xc=—1/pourT —b=| 1/2

héoréme m:exemple

) 7
Variables non répétées Variables répétées ”ml /2
T3 =
1/2

M 0 0 1 1 0 1
L 1 1 1 -3 1 0
T -1 0 -1 0 -2 0
LT M MLIT1 ML3 LT2 L
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Hypothése: Le parameétre m; = um'/?/p'/?g1/2 n'est pas crucial, si
nous supposons que l'influence de la viscosite sur la vitesse est faible

130



Essai sur notre planetg

<

g =9.8 m/s?, p=1.23kg/m3, [m:Test kg, d=D ml

1/6 ﬂk

oo Ve

g1/2rnil./6
Ty = f(m3)

V't f [dpm’j BUT: Obtenir le diamétre du parachute pour une

g“?m® - 1/3 vitesse donnée.
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g =3.7 m/s?, p=0.02kg/m3, m=Réel kg, d=?, V(critique)

12 1/6 ?

1/6

Yo

V=12

1/2 ~~1/6 1/3
g”*m m

Vp1/6 _ f(dpusJ
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Pour un écoulement supersonique, et pour un angle d'attaque
positif, le diedre produit un choc (compression brusque), oblique
qui sera plus fort sur l'intrados (partie inférieure) que sur
'extrados. Une force de portance est alors généree par une
pression plus forte sur I'intrados par rapport a celle sur I'extrados

onde de détente
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Chap 5: Analyse dimengicnineil
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5.4 Mise a I'échelle des équations de conservation




Mise a I'échelle .

L’analyse dimensionnelle est utile pour trouver des groupes sans
dimension, ce qui fait diminuer le nombre des parametres mis en
jeu.

Cependant, le résultat (les groupes) dépend du choix de
variables. Ainsi, les parametres adimensionnels peuvent porter
un degré d’incertitude en ce qui regarde leur interprétation. Les
méthodes préecedentes, ne tient compte non plus explicitement
des conditions aux frontieres, qui ont un impact direct sur la
solution d’'un écoulement.
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Mise a l'échelle E

Une forme rigoureuse pour garantir 'indépendance des conditions
particulieres de deux écoulements, par exemple, est d’employer
les eéquations qui les gouvernent, c'est a dire les equations de
Navier-Stokes.

Par contre, si les equations differentielles qui gouvernent le
phénomene ne sont pas connues, tel qu'un écoulement turbulent,

cette alternative demeure inefficace.
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Mise a I'échelle

ise a I’échelle :Navier-Stokes

—+ WV -V)W=—-—+g+-=-VV
il UARY) , Tt

Pour faire apparaitre dans les équations de Navier-Stokes des
parametres sans dimension, on deéfinira des valeurs de
reference et on fera une mise a I’echelle de ces éguations.
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L,JU‘UH‘DLJ aurs de référence m

Les grandeurs géneriqgues suivantes seront utilisees comme
reference (facteur d’échelle) pour effectuer la mise a I'échelle.

Selon les applications, certaines

une section donnée. G, Accéleration

grandeurs sont “relativement Crantety ‘ LeilFicn
faciles” a identifier. Par exemple, | |
pour un écoulement en conduite, Lo | Longueur '
Il est naturel de prendre par V, la vV, l Vitesse |
vitesse moyenne (debltante) et t ' Temps '
par L, le diametre du tuyau. Pour :
lécoulement autour d'une Po | Pression l
éolienne, on choisira par V, la P, | Densité |
vitesse du vent en amont et par S —
L, la corde du profil de la pale a Ho ' Viscosite |
l !

w
00



Variables et opérateurs 4

Dimensionnelle| Sans dimension | Dimensionnel l Sans dimension |
X I X" = X/L, I v l V=L,V l
y y =yiL, 2
v 2% 2 72
Z l Z=1/L, l l i 1 l
Ot | t =t/ {

P ' p” = p/p, l Pour le fluides_incompressibles a
7 l P l propriétés constantes, il est
. d’'usage de prendre p, la masse
’. ' =y l volumique du fluide, py la viscosite
- - du fluide et go l'accélération
Mo ' wo=plu, l gravitationnelle standard. Ainsi,

G, | g'=glg, | P=w=9=1
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Mise a I'échelle

On peut maintenant utiliser les variables et les opérateurs sans
dimension pour réécrire les equations de Navier-Stokes. Par
exemple,

v AV | Vedv 7 =L
ot d(t*ty) T, ot*

ﬁ 17*:‘7/ VO t* — t/To

P — — ﬁ* - V2 —>—>* —>* —>*
vV -y = (V*VO.L—> V*V, =(—°) v=-vHv
0

140



Mise a I'échelle

Avec des transformations comparables pour les termes restants,
I'équation de NS (quantité de mouvement) devient:

—

av - 5 Vp [T
—+ WV -V)W=—xoFG+-V?V
o+ (-7 G

J

Vil - .
+ |2 (V- vV = —
Ly

po |V'p N [roo] uw
+ +
poLo] p* g

Volov*
Tol| 0t
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Adumm sionnalisation 4 3

Cette equation peut étre rendue sans dimension si I'on divise
chaque terme par un coefficient associé a lI'un des termes.
Traditionnellement par “le poids du terme d'inertie V,2/L,", qui
est une mesure de l'accélération convective. Le resultat est

Po] ! goL()] g/

Ho M7 72+
PoVs
avec p”=g" =u” =1 on trouve (par exemple g* = g/g, avec g = g,):

poVoLo|p*

Lo 017*+ V7OV =
ToV,l| 0t ( W=
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Adimensionnalisation 4 3

Po |= goLo Ko —
+ (V* - 75V = — V*p+[ +’ ]Vz*v*
4 ) [POV(%] \'/3 PoVoLo

s

Les coefficients entre crochets sont des nombres sans dimension.
lls sont notés avec des caracteres unigues en reconnaissance
des scientifigues qui ont révélé leur importance. L'équation
adimensionnelle de la quantité de mouvement s’écrit alors

av: . . ' B
=+ (V7 = —Eulp+—— + 72y

Sr

Fr? Re
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Adumm ensionnalisation 4 3

Ces nombres adimensionnels ne sont pas simplement le resultat
d'une algebre sur les équations de NS ou sur les unités physiques.
En fait, ils permettent de quantifier l'importance relative de
differents effets physiques.

En realité, [I'équation dimensionnelle de NS n’est d'autre que
'équation de Newton ¥ F = md

2

V(,] aV* V3
PoLy

Po \7*19
_ v ES V X
To af* L, (V’ )V [ ]%f 4'904—[

PoLo

-} X Po
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Adimensionnalisation 4 3

POVO 617* Po Vz . . V* ”OVO 2% Tx
[ ]6t*+[ LO (V V)V +pogo+ LO VeV

|

Les deux premiers termes a gauche correspondent a la force
d’'inertie (par unité de volume). Celle-ci et composee d’'une partie
produite par l'accélération instationnaire €, et d'une partie
engendreée par I'accélération convective @
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Adimensionnalisation 3

POVO 017* Po Vz . . V* ”OVO 2% Tx
[TO ]6t*+[LO (V V)V +pogo+ LO VeV

|

Le terme @ represente la force de pression, le terme @ la force de
gravité et le terme @, la force de cisaillement. Toutes ces forces
sont par unité de volume
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Nombres sans dimensiol _

On peut maintenant construire des rapports entre les intensités
(les termes en gras) de ces differentes forces.

Habituellement on utilise comme référence commune, ou facteur
d’échelle, la partie de la force d’inertie associée a l'accélération
convective @, qui est méme présente a I'état stationnaire

MoV

0

7"p
p*

al_/)* p()VZ

+
at*

__|Po
Lo

PoVo

] VZ*I_/)*
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‘ [ [ ](V v)V—H—+pg+[_]w |
Nombres sans dimensigf e

B

Alors, le premier rapport €@ /@ conduit a la relation

/

Ce rapport entre I'accélération (p, n’est plus present) instationnaire
et I'accélération convective, est appelé nombre de Strouhal (S7)

— Lo = Lofo (fo: fréquence)
VoTo Vo

poVi
Ly

PoVo
Ty

Lof
Vo

Sr =
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Nombre de Strouhal

Ly accélération locale

Sr = - — _
ToV, acceélération convective

Le nombre de Strouhal est un terme sans
dimension relatif au mouvement oscillatoire des
écoulements. Il indique, par exemple, la
frequence d'émission des tourbillons générée
par I'écoulement autour dun cylindre,
normalisée par rapport a la vitesse de
I'ecoulement V, et le diametre du cylindre D



https://en.wikipedia.org/wiki/Strouhal_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Strouhal_number




2
ﬂ(v 7Y = — [ ]—+ g+[ﬂLV]V2V
(1}

Nombw s sans dimen uum] e o o o

B

Le second rapport € /@ conduit & la relation
/ OVZ _ Po
poVs

Ce rapport entre la force de pression et la force d'inertie est appelée
nombre de Euler (Eu)

Apo
1/2 poV;

-Le coefficient 1/2 est introduit pour retrouver la pression dynamique

Eu =

-Parfois on utilise Ap, au lieu de pg
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Nombre d'Euler (Leonhsffd

U Ap N forces de pression
1/2pV; forces d 'inertie

e nombre d’Euler indique le rapport entre les
forces de pression et les forces d'inertie. Il peut
conduire a d’autres parametres adimensionnels.
Par exemple, si on multiplie le numérateur et le
dénominateur par un facteur d’échelle [?(aire),
on obtient un coefficient de force (de trainée ou

de portance) Apl? F
U= 212 212
1120Vl 1/2pV /]



https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

Euler— cavitation

Parfois le nombre d’Euler “se déguise” en d’autres nombres | |

Par exemple, dans le domaine des turbomachines hydrauliques,
on est intéressé a evaluer 'ecart Ap = p — p,,, entre la pression
du liquide et la pression de vapeur. |l s’agit dune mesure du
potentiel de I'écoulement a la cavitation. Dans ce cas, le nombre
d’'Euler devient le nombre de Cavitation

Cq— PO Pv
a=
1/2 poV3

152



Cauchy:> Mach 4 R F

Pour I'étude de structures qui interagissent avec un écoulement,
des analyses sont faites a l'aide du nombre de Cauchy. Ce
parametre exprime le rapport entre les forces d’inertie et les

forces élastiques
Finertie MXxa _ pL*L(L/T?) 3 pL?V? B 12
 EA E]2 ~EIZ E/p
VZ
> Ch=——
- E/p

FElastiques

Nombre de Cauchy

154



Cauchy— Mach

Pour I'écoulement isentropique d’un gaz parfait E = pa?, de sorte
gu'on trouve

En pratique, le nombre de Mach correspond a la racine carrée
du nombre de Cauchy, soit:

V
Ma = —
a
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Nombre de Mach (Ern

V N vitesse de | 'écoulement
a vitesse du son

Ma =

En pratique, le nombre de Mach Ma exprime
le rapport de la vitesse locale d'un fluide V a la

vitesse du son a dans ce méme fluide.

 La valeur, Ma=1 permet d’identifier un
écoulement supersonique d’un subsonique

e Si Ma<0.3 (v=100 m/s) I'’écoulement peut étre
considéré comme étant incompressible

e Lorsque Ma< 1 le nombre de Reynolds est
important


https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach
https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach
https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach
https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach

[pV

[I\Jommbw s sans dimensiof .

Le troisiéme rapport @ /@ conduit a la relation

[‘”](V Y = - [ ]—+pg +[”L:]v 2

12} © o e
_———————

Ce rapport entre la force gravitationnelle et la force d’inertie mene
au nombre de Froude (Fr). En pratique il est défini comme:

Vo

V3oLo

Fr =
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Nombre de Froude (Wiﬂﬁém)-

V, forces d 'inertie <
Fr= — S

JoL,  forces gravitationnelles
Lorsque les forces de volume sont

importantes devant les autres sources,
(écoulement a surface libre), le nombre de
Froude devient prépondérant. Essentiellement,

il caractérise l'importance relative des forces
d’inertie par rapport a la force de pesanteur

Cette «loi de comparaison» est importante si la
vitesse des navires est proportionnelle a la
racines carrée de leurs dimensions
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https://en.wikipedia.org/wiki/William_Froude
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Froude
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Froude
https://en.wikipedia.org/wiki/William_Froude

af’;‘ Po V%

PoVo P e ﬁlp HoVo| 5.0,
" _ & [Tn]at'+[f-o v 7re= Ln]P' +p0§0+[1'5 Y

Nombres sans dimensigfl . . . . .

B

Po

Le dernier regroupement € /@ conduit a la relation

ol

Lg
Ce rapport entre la force de cisaillement et la force d’inertie mene
au nombre de Reynods (Re). En pratique il est défini comme

POV%] _ Ko
Ly PoVolLo

PoVoLo
Ho

159



Nombre de Reynolds

V forced 'Inertie
Re = obo —> -
v forces visgueuses

Le nombre de Reynolds lie la vitesse, la
viscosité, la masse volumique et une longueur
de référence. Plus précisément, il représente la
lutte entre inertie et viscosité. Ce parametre
permet de détecter la nature d'un écoulement
(laminaire, turbulent). Par exemple, plus gu’il est
élevé, plus l'inertie est forte et la viscosité faible,
et les tourbillons domineront I'écoulement.

v =pu/p Viscosité cinématique
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https://en.wikipedia.org/wiki/Osborne_Reynolds
https://en.wikipedia.org/wiki/Osborne_Reynolds
https://en.wikipedia.org/wiki/Osborne_Reynolds
https://en.wikipedia.org/wiki/Osborne_Reynolds

Remarque

Il existe d'autres forces agissant sur un fluide qgu'on n’a pas
consideré. Par exemple, les forces de tension de surface.
Ces forces donnent lieu a un nouvel parametre adimensionnel
gu’'on nomme le nombre de Weber

_ poLoV§
gy

We
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Nombre de Weber (Mopitz) -

o
g

LV?® forcesd' inerti
We=? N o_ cesd e_ t_e
o tension superficielle

Le nombre de Weber We traduit le rapport des
forces d’inertie et des forces de cohésion dues a
la tension superficielle . 1l est important dans
des phénomenes tels que

» |"interaction gaz liquide
» la formation de gouttes

 la formation d’un spray par I'atomisation d'un
jet liquide (gouttes de carburant)



https://en.wikipedia.org/wiki/Weber_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Weber_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Weber_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Weber_number

Résumeé de nombres adifinensioninEls

Le nombre Reynolds Re, caractérise I'importance des forces
visqueuses (frottement). Il est essentiel dans tous les cas

Le nombre de Froude Fr est important pour des écoulements a
surface libre: bateaux, planches “hydrofoils” et des ecoulements
dependant de la gravité (canaux hydrauliques)

Le nombre de Mach Ma est un parametre qui est important pour
des écoulements compressibles a haute vitesse

Le nombre de Weber We est important pour des problemes
ayant des interfaces entre deux fluides

Le nombre de Euler Eu est important lorsque les changements

de pression sont considéerables (cavitation)
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9.9 Les limites de la modélisation experimentale




Similitude - e

« Dans tous les cas, si connus que nous sommes devenus
pour notre Flyer, cela ne seraitjamais arrivé si nous
n'avions développé notre propre soufflerie et deduit de
nos essais des données aérodynamiques correctes»

Wilbur Wright
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Similitude N

La similitude est la base pour que I'étude de phénomenes sur
des modeles réduits ou maquettes, puisse étre extrapolee vers
le probleme analysé, appelé le prototype.

Outre une analogie de forme entre un modele et un prototype,
on doit respecter des principes formelles pour ramener les
résultats obtenus sur une maquette vers le cas réel.

Cela implique que l'on puisse faire correspondre un point p, du
prototype a un temps t, avec un point p, du modele a un temps t,.
Des tels points sont appelés des point homologues
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Similitude
| 5.5 Les limites de...

La similitude a lieu s’il existe un rapport constant pour une
grandeur (longueur, force, etc.) entre des points homologues de la
maquette et du prototype. En mécanique de fluides on distingue
trois types de similitude: géométrique, cinématique et dynamique
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similitude géométriquefiorme)

es limites de...

La similitude géomeétrigue concerne la dimension fondamentale L

Un modeéle et un prototype sont géométriguement similaires si
toutes les dimensions ont le méme rapport d’echelle 4,

L

_m _ A‘L — CSte Ly Lp:longueurs du modéle et
| du prototype respectivement
P

La correspondance entre des points homologues regarde les corps solides et aussi le champ de I'écoulement
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Similitude géometrique

5.5 Les limites de...

Modéle
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Similitude cinématique (oUVeisii

s de...

La similitude cinématique ajoute la dimension fondamentale T

- Un modele et un prototype sont cinématiguement similaires si
les trajectoires de particules homologues sont geométriguement
similaires, se retrouvant en des positions homologues en des
temps homologues.

Pour que la similitude cinématique puisse avoir lieu,{=”* kijtude
geometrique doit alors y exister. Mais, la similitude gecﬂ jetrlque
ne garantit pas la similitude cinématique! (Y
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Similitude cinematiqued @

En pratique, la similitude cinématique traite le rapport d’echelle
temporelle A; au travers de rapports des variables dérivées,

vitesse et accelération. Alors:

Deux ecoulements sont cinématiquement semblables si les
rapports de vitesses 4, (accélerations 4,) sont identiques en
tout point

Vm_(Lm/Tm)_ Lm T_m — b==\‘ — i
vp_(Lp/Tp){LpJ/(Tp]‘”“ * ”“‘w
A
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Similitude cinématique gl

5.5 Les limites de...

Modele

L | VAm _ VBm Aam _ Apm
Vep Qap ABp
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Similitude cinématique

5.5 ACCELERATION

‘Deux écoulements sontrcinématique'ment semblables si les
rapports de vitesses J, (accélérations 4,) sont identiques en
tout point (homologue).




Un exemple de similitude cinematique est donné par I'analyse

Similitude cinematique E
d’'une eolienne. Si celle-ci tourne a une vitesse angulaire  avec

n des pales dont la longueur est L et pour un vent ayant une vitesse
“¥'V, on peut considérer le rapport (adimensionnel) entre
I'accélération centrifuge et l'accélération de I'écoulement d'air
pour le modele et pour le prototype. Soit:

() _() ( 0’ > ( 0’1 > ( QL> <QL>
= 4 = 4 —
Ayent m Apent p szent/ L m szent/ L p Vvent m Vvent p

On note que la similitude géometrique (L,,/L,) = 4, impose un contrainte sur le rapport (2/V)
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Remarques E

Le terme ( QL/V) correspond au nombre de Strouhal
Napparaissant dans les equations adimensionnelles de Navier-

Stokes, avec Ty, =1/Q. Cependant, des nombres tels que
“¥ Froude et Reynolds ne sont pas encore tenus en compte. Ainsi,
on devra considérer la similitude dynamique pour garantir que
les tests faits sur des modeles soient valides sur les prototypes

6\/* — Po ]—» [goL()] [ ] —
+ (V- 7OV = — V* y2y*
[TOVJ ( ) [Png PoVoLo

Sr Eu

Fr2 Re
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Similitude dynamique (forca) TN

La similitude dynamique ajoute la dimension fondamentale M

‘La similitude dynamique implique que les forces entre tout
point (homologue) du modele y du prototype sont égales dans la
direction et dans le sens, et que le rapport de leurs modules est
constant

Si la distribution de la masse est semblable entre le modele et le
prototype. Alors, la similitude geometrique entraine une similitude
de masses.
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Similitude dynamique 4

5.5 Les limites de...

Modele

Prototype

| Les forces principales agissant sur un fluide sont de pression F,, de pesanteur F 4 et de frottement visqueux F ‘
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Similitude pour l'inertigd

Puisque la force d’inertie est proportionnelle a I'acceélération, les
similitudes geometrique (similitude de masses), et cinematique
Impliguent une similitude dynamique pour l'inertie. Notamment:

(F—m> = MmLmT‘,EZ = (Mm> (Lm> (T_m>_2 = cnste
Fp i Mp Lp Tp_z Mp Lp Tp
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Similitude dynamique £ ‘

La similitude dynamique complete implique que toutes les
forces présentes dans le modele et le prototype devraient
satisfaire la relation:

Zforces (viscosité, pression, gravitationnelle, tension sup.,elastiques)m M a_
Zforces (viscosité, pression, gravitationnelle, tension sup.,elastiques)IO M a,

F, = pL3(V?/L)=pL*V?

E, _ E,
Drlle iz Pp L?o V’p2

—>

La similitude dynamique comprends implicitement Ia

similitude géometrique et la similitude cinématique!
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La similitude dynamique comprends implicitement Ia
similitude géometrique et la similitude cinématique!
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Les rapports de forces —

F. ~mxa=pL°(L/T?)=pLV?®

F. ~AwV [oy=L"w [ L=pulLV
3

F, ~mg=pl°g




Les rapports de forces —

F;~pL*V?
F.~uLV

F) (R _plv?E
F), \F ), #LV

Similitude de Reynolds




Les rapports de forces —

F;~pL?V?
Fg~pL3.q

F, : F, _ pL’g

Similitude de Froude




Transfert d'informatior

Espace adimensionnel

L

 Froude Lr Reynolds Fr




Résumé de nombres adifensiohiEl

Nom | Symbole | Forces | Expression | Importance |
Reynolds Re Inertie VL Essentiel dans tous
Visqueuses v les cas
Froude Fr Inertie |4 Ecoulements &
Massiques [gL surface libre
Mach Ma Inertie 4 Ecoulements
Elastiques a compressibles
Weber We Inertie pV2L Ecoulements
T.Superficielle g diphasiques (bulles)
Euler Eu Pression Ap Ecoulements a fort
Inertie 1/2pV? Ap (cavitation)
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Quel hombre adimensiofhel cholsii

Mathématiqguement, le probleme de similitude peut étre défini par

’'équation implicite: %
®(Re,Fr,Ma,We,Eu)=0 ’/Z_

Cette relation peut étre egalement écrite de maniere explicite.

D’habitude, on choisit d’exprimer le nombre d’Euler en fonction

des autres parametres. Ceci réduit de un le nombre de

parametres de similitude a respecter.

Eu = ¢(Re,Fr,Ma,We)
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Quel nombre adimensiofinel @h@@

Bien gqu’en en théorie on voudrait que tous les criteres de
similitude dynamique soient remplis simultanément, c’est-a-dire
gue la maquette et le prototype satisfassent:

_. R F M W
! Rem = m = Am = Em = 1, (Eu = gb(Re, FT', Ma, We))
\ e

Dans le applications en génie mécanique, l'effet des forces de
tension superficielle (interfaces entre deux fluides) est souvent
negligé. Ainsi, on elimine le nombre de Weber (We) parmi les
criteres de similitude pour ne retrouver que trois nombres
adimensionnels: Reynolds Re, Froude, Fr et Mach Ma
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Quel nombre adimensionnel choisi

Dans ce contexte on ne considere que les similitudes basées sur
le nombres de (Re), (Fr) et (Ma) et on parle de similitude
partielle ou restreinte avec

Re,, Frn, Ma, 1
Re, - Fr, - Ma, -

La question fondamentale a repondre est donc: Quel(s)
parametre(s) de similitude doit-on considérer pour analyser un
probleme donné le mieux possible? En fait, quelle est la force
predominante?
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Quel hombre adimensionnel choisiiFe

En effet, les nombres adimensionnels: (Re), (Fr) et (Ma) sont
Issues des rapports entre la force de réeférence, la force
d’'inertie et les forces de frottement, de pesanteur et
d’élasticité, respectivement.

Parmi ces forces, on doit déterminer celle qui est la predominante
et par consequent, le nombre adimensionnel le plus influent
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Ecoulements en génie ni@caniciie

Incompressible sans surface libre : Les nombres de Reynolds
du prototype et du modele doivent étre égaux: Re,=Re,. Les
écoulements dans des conduites sont régis par le nombre de
Reynolds

Compressible : Les nombres de Reynolds Re et de Mach Ma
et k = cp/cv du prototype et du modele doivent étre égaux.

Remarque: dans la modélisation des ecoulements dans les canaux
hydrauliques ou les rivieres, la pesanteur est la force principale. Dans
ce contexte le nombre de Froude Fr devient le parametre important
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Les forces et les echelles _

La similitude partielle de Reynolds, Froude ou Mach
Impligue qu’au moins 'une des forces présentes dans le modele
et le prototype satisfait la relation:

). forces (viscosité, gravitationnelle, élastiques)y, My anp

Y. forces (viscosité, gravitationnelle, élastiques),, M,a,

Dépendant de la force dominante, differentes relations
d’echelles seront obtenues pour d’autres quantites, en fonction
de I'’echelle géométrique A, = L, /L, imposée
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Prédominance des forceé

8 R e e
+ V* v V*— p2*y*
( ) [ [ PoVolLg

1/Re
La similitude entre le modele et le prototype est garantit si le deux
systemes ont le méme nombre de Reynolds, soit:

(uL/v),, =(uL/v),

Si de plus, le fluide demeure le méme (v, = v,,):

[TOVO] at” Povzl

Uy Ly 1

(UL)ym = (uL)p P Ay = u— = 7 = 7
p m L

L'échelle de vitesse est I'inverse de I'échelle géométrique
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Predominance des ‘f@ﬁ‘@é de pes

. . _ Po_| . GoLo
R T o LS 7 b

] VZ*V*
povo

[T()VO] 0 *
1/Fr
La similitude entre le modele et le prototype est garantit si le deux

systemes ont le méme nombre de Froude, soit:

(w/Lg)uw= (u//Lg),

Puisque les essais seront faites sur notre planete (g,, = g,):

m Lm
(L), = (uAND), > Ay = "ft—p = E =i

L'échelle de vitesse correspond a la
racine carrée de I'échelle géométrique 195



Reynolds et Froude? _

Les échelles de vitesse imposees par la géometrie d’'apres les
similitudes de Reynolds et Froude sont différentes

Reynolds Froude
y unl__Lp _ 1 Um Ln1 ,Jif
— = —_—= |— = L

Est-ce possible de satisfaire ces echelles simultanément?
Puisque les similitudes en question sont:

2 2
Re = 22 _ Lmbm Fr2 =2 _Jm

Vp Vin L, Ln

(méme Qg)

—>
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Reynolds et Froude I

2 2/3
L V L,V, L.V, s Vin
oo b l] oo el ()

p p Vp Vm p

C’est difficile de trouver deux fluides avec des viscosités menant
a une échelle geométrigue viable

Souvent v,=v,,, ainsi L,=L, et on ne peut donc pas

construire une véritable maquette. On peut alors conclure gu'l
est impossible de satisfaire simultanement toutes les
conditions de similitude a l'aide d’'un modele réduit
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Reynolds et Froude IT _

Supposons que I'on veut utiliser deux fluides différents pour un
modele et un prototype. Notamment:

A, =Lpn/L,=1/10 Echelle géométrique

u =0.47x10°N —s/ m?, p. =983kg / m® | Fluides
p, =0.2x10°N —s/ m?, p, =712kg [ m’
La S|m(:l|ttic/le)d_e(l;«;ez/?o)lds impose _ (ppumLp) o0
PL/H)m= PL/H p V;? pmﬂme ?
La similitude de Froude exige Vo <Lm>1/2 ~ < 1 >1/2 ., 3'2
(V/(L)n= (V/VL), W \lp -
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Quoi faire?

Puisque le nombre de Froude est en realite

Fr= Vi

on peut écrire 17 Imposé par la similitude de Reynolds

2
L
In _ [\A] — =(17.02)" x10 = 2896.8

L
m z
| Echelle géométrique

de sorte que gm = Jp X 2896.8 = 9.8 x 2896.8 = 28388.7m /s>

On devrait alors faire I’essai sur une autre planete!
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Quelques applications 4

Pour un vehicule, I'analyse dimensionnel a montré que la force de
trainée adimensionnelle est liee au nombre de Reynolds par la

relation:
F'Z? _ :q)( ﬂj:qy( ﬂj:q)(Re)
pV L y7i 1%

Si les conditions de I'air pour le test en soufflerie sont les mémes
que pour le prototype (p, = p, vy, = v,), la similitude de Reynolds

conduit a:
L V
V =V |2 |=-Lt
"oPlL ) A

m
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Quelques applications 4 M

Ce résultat indique gue la vitesse de I'’ecoulement pour le modele
doit étre 1/4, =L,/L,fois celle du prototype. On remarque

gu’etant plus grande, on devra préter attention aux limites
causées par les effets de compressibilité(Ma < 0.3)

En ce qui regarde la force de trainée, la similitude impose:

\ 2 2 \
Fp ([ Fp E— '(F _iF ﬁ L_p :{: F, !
pv2iz) —\pv22) <\ ) \Ly) T

— — — — — — — — — — — — — —
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Quélq ues a Epl ications -

Pour appliguer la similitude dans le domaine des
éoliennes on vise l'utilisation du coefficient de puissance,
Cp, le nombre de Strouhal St, et le nombre de Reynolds
Re définis de la facon suivante:
P _Re

C, = St _
" 1/2p7zR¥V’? Y% y

0

P: puissance, R :rayon de la pale,: vitesse angulaire,

V :vitesse en amont, V,: vitesse a I'extrémité de la pale,
c,: corde du profil a 'extremité de la pale

v. viscosité cinématique de l'air
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Quelgues applications 4 -
Avec 4, =R,/R, la similitude de Reynolds conduit a*:
Ay, =1/2, A‘Q::I?/ﬂ‘l? (A = A0)

Cependant, 4,<1, de sorte que ces facteurs d’échelle
peuvent imposer des conditions irréalisables pour V, et
Q pour le modele, sans compter la limite
d’'incompressibilité requise (Ma<0.3). Ainsi, couramment
on n'utilise qu'une similitude basée sur le nombre de

Strouhal Sr— ROV,

*Burdett T., Van Treuren K., Scaling small-scale wind turbines for wind tunnel testing, GT2012-68359, ASME Turbo
Expo 2012 203



Problém A

On estime que la pression p déquilibre (a vitesse nulle) sur un
parachute engendrée par la descente d’'un pilote depend des 6
parametres suivants:

S la surface du parachute p la masse volumique du tissu
p, la masse volumique du pilote e I'épaisseur du tissue
V le volume du pilote g la constante gravitationnelle

On doit trouver les parametres sans dimension décrivant ce
probleme. On prendra comme des variable répétees, p,, e et g.

La masse du parachute a été négligée 204



(rﬁ/

PU“QL)U me

Variables non répétées Variables répétées

P S P \ P, (@) e (B)|g ()
1 0 1 0 1 0 0

-1 2 -3 3 -3 1 1

-2 0 0 0 0 0 -2
MLT2 L2 ML3 L3 ML3 Lt LT2
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n :@xposants a,b,c

Pour : a+0XxXb+0xc =| 1 1 O -
ppeg
—3a + b+ c¢=| 1|2 |-3]| 3 S
T, = —
Oxa +0xb— 2c=-2/|0|0| O epz
T3 = —
Pp
|74
Variables non répétées Variables répétées Ty = 3_3
S P \4 P (@) ]e (b) g (c)
M 1 0 1 0 1 0 0
L 1 2 =5 3 -3 1 1
T 2 0 0 0 0 0 -2
ML1T2 L2 ML3 L3 ML3 Lt LT
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Probléme e

Le pilote et le parachute seront étudiées en soufflerie a une
échelle 4,=1/5. Sachant qu’on peut reproduire la méme pression
d’équilibre et que la masse volumique du corps humain est en
moyenne p,=1025 kg/m°?, on cherche a calculer la masse
volumique du matériau avec lequel on devrait construire un

mannequin.
1 [ pS | [ pS pS){ p(S/25)J ol —5s
ﬂ1Xﬂ2Xﬂ4_(ppngm_(ppVg]p (,Opvg ) p,(V 1125)g ) ( p)m ( p)p
(pp)m = 5125k g/m3

Similitude dynamique

Ty =—, T4=—3 (V le volume du pilote)

207



Probléme - e

On fait construire une maguette du mannequin en bois avec une
masse volumique de p,,=650 kg/m* a la méme échelle de 4, =1/5.
(aussi pour le parachute). Quel est le rapport entre la pression
d’équilibre en soufflerie et celle exercee en réalité?

1<pm>

5\ Pp

(p_SJ :(p_sj ( p(S /25) j :{p_Sj . (P_m>
ALY DS pp(V1125)g ) = { P,V p - \Pp m

Similitude dynamique

Dim 1/ 650

— | == = 0.127
W pp) ~ 5\1025
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Maintenant on opere la soufflerie en reproduisant la méme
pression d'equilibre que dans la réalité. L'échelle du parachute est
encore 4,=1/5 et on a trouvé un mannequin ayant une masse
volumique sensiblement égale a celle du corps humain. Quelle
doit étre I’échelle correspondante pour le mannequin?

pS | (eS| . [_PGBI2D) | | PS | o 5o(25)° =2.924
pNVY ). PVD ) P (V129 )\ pVY )

Le mannequin doit étre 2.924
fois plus petit que le pilote
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Dirigeable Astra-Torres(1912) Concept moderne

Ici un rapport technique sur les dirigeables Ici un document sur I'histoire des dirigeables e



Une maquette d’'un dirigeable est essaye dans une soufflerie avec
les mémes conditions ambiantes que celles pour le prototype
(p=1.29 kg/m3)

Le facteur d’échelle geométrique est de 4,=1/3. La vitesse
d'opération prevue du prototype est de 15 Km/h. La force de
trainée mesurée dans la soufflerie est de F., =350 N. On doit:
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Probléme e

On doilt:

1) Vérifier si hypothese d’incompressibilité (Ma<0.3) est satisfaite
pour réaliser le test (la vitesse du son est considéree a=330m/s)

i) Déterminer la force de trainée sur le prototype.

i) Calculer la puissance requise pour opérer le ventilateur de la
soufflerie si le rendement et de 80% et que l'aire efficace de la
section de passage (soufflerie-modele) est de A,.=22m?
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Probleme p=1.29 kg/m3, 2,=1/3, V=15 Km/h, F, =350 N

Similitude de Reynolds (hypothese)

(Vo =v,)

LV L
Re= p D:Lmvm — Vm :Vp p — 1
Vp Vi I—m ﬂ’L
(1/4)
V. =15x3=45Km/ heure = V. =45x(1000/3600)=12.5m/ s

Ma = Vin j — 12.5 —0.037<<0.3 + incompressible i) \\-/r
a 330

213



Probleme
i)
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Probleme

ii)
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Probléme
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Probléme - e

A =22m’,p=129kg/ m®, V, =V, =V, =125m/s Py =P, = Py,

Il

W,

VZ

hvent :i . V2 V2 12 52
oo W=m| X+ = pV,A | — [=1.29%x12.5x 22 % : =27.7kW

W 2 2 2

hvent m_g .
W | _ﬂ — 34.6kW V/ Puissance iii)
0.8
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Modele-prototype




On veut faire un essai en soufflerie sur une maquette de sous-
marin ayant un facteur d’echelle 4,=1/20. La vitesse de croisiere
du prototype dans lI'eau salé (v,,,= 1.8 x10-° m?/s) est de 4.63 m/s (9
nceuds)

On doit déterminer la vitesse de I'air dans la soufflerie. Pour I'air a
20°C ona v,,=1.5x10> m?/s et a=330 m/s

Recommanderiez-vous de faire I'essai?
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Probléme - e

L,v, L.V, v 1
ettt ()
p m p L
V., =772 m/s
(v_=15x10"m?/s ) " / |
vV, =1.8x10°m* /s V, 772 @
Ma = . = 330 = 2.33 Supersonique!
V,=4.63m/s
\/71 =1/20 ) On ne peut pas appliquer la similitude!
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Modele-prototype
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On veut tester un prototype d'avion dont la vitesse de croisiere
sera de V=240 m/s a 8000 m d’altitude. A ce niveau, les conditions
sont: p=0.526 kg/m3, T=-36.9°C, p_, = 1.53 x10- Pa.s

Les conditions dans la soufflerie sont: T=25°C, p_;, = 1.84 x10 Pa.s

L'échelle pour la maquette est A, =1/12. Le test sera effectué dans
une soufflerie pressurisée en circuit ferme.
On doit trouver la vitesse et la pression dans la soufflerie. On

note que I'ecoulement est visqueux et compressible de sorte gu'on
devra satisfaire les similitudes de Reynolds et de Mach.

Probleme
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Probleme

[R:287 Joule/kg-K, k=cp/cv=cnste, a=(kRT)¥?, T, =273+25=298K, ]

T,=273-36.9=236.1 K, p,= 0.526 kg/m3, & =1/12

-6, ) )

V,, = 240,/(298)/(236.1) = 269.6 m/s

P =P,
Hy Hin ,Llme Lm

pm = 6.75k g/m3

Re

_ PpLpVy _ PobVm VoL — 0526

V. =V

e

o

y 1.84x107 x 240 y
1.53x107° x 269.6
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Probléeme

R=287 Joule/kg-K, k=cp/cv, a=(kRT)Y?, T =273+25=298K,
T,=273-36.9=236.1 K

p.=p. RT "  Pm=6.75x287 x 298 = 577kPa
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On veut tester une nouvelle voiture dans une soufflerie avec un modele a
une échelle de 1/10. On estime que la force prédominante dans ce cas
est la force de cisaillement visqueux. Il faudra donc privilégier la
similitude de Reynolds

Pour ce probleme, on considere que le modele et le prototype seront
soumis a la méme pression

Sachant que la vitesse du prototype est V, =100km/h, on vous

demande de calculer la vitesse V pour le modele. Vous devez ensuite
vérifier la compressibilite de I'écoulement dans la soufflerie a une
température de T = 20 °C et indiquer si le test serait valide

Le nombre de Mach est donné par M =V /VKRT ,R = 287]Joule/kg — K,
k=1.4

Probleme
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Probléme - e

On vous demande par la suite d’'indiguer si serait d’'un avantage
guelconque opérer la soufflerie a T = —40 °C

Air dynamic and kinetic viscosity
250 at atmospheric pressure

Dynamic viscosity

e
-;Z?_OO Kinematic viscosity
~
E 150 50
By
@
o]
< 100
Z 12
® 50 9
£ 0
c
X 0
-100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 9S00 1000 1100 1200 1300 -100 D 1DD

Temperature [°C]
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Probleme

M =V /VKRT ,R = 287]Joule/kg — K,k =1.4 V, = 100 km/hre
T,, =20+ 273 = 293K, AL, =Ly/Ly =10

ro = LoV _ LV
Vp Vin

Vv L
V, = (—m> (ﬁ) V, =1X (10) x 100Kkm/h + V.,,=1000 Km/h
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Probléeme

M =V /VKRT ,R = 287]Joule/kg — K,k =1.4 V, = 100 km/hre
T,, =20+ 273 = 293K, AL =Ly/Ly =10

a,, = /kRT,, = V1.4 X 287 X 293 = a, =343.1m/s
1000 Km/h
V, = ( /h) = 277.8(m/s)
3.6
e (V) (2778 _ o —_— o .
a = E _ — 343 1 — U. Ma > 0.3: Ecoulement compressipie
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Probleme _

T, =—40+273 = 233K, A, =L,/Ly =10 V,=100km/hre

Ay = kRT,, = V1.4 x287 x233 =306m/s =~  Qu=306m/s
v L 9
Re — 2/ _ LmVim Vm=(’")( p>Vp=(—)x(10)><100
Vp Vm Vp Lm 12
v = (750 Km/h) — 2083(m/s) T Graphigue viscosité
3.6
4 208.3 . @ .
Ma=I|—=] = = 0.68 Ma > 0.3: Ecoulement compressible
a
m
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Rétrospective ' 3

La trame de la mécanique de fluides c’est I'application de la 2eme
loi de Newton

Dans ce domaine on distingue les forces de: pesanteur Fy,,,, de
pression FE,.., de cisaillement visqueux Fy,;, €lastiques
(compressibilité), F¢;,s, €t de tension superficielle Fi,,,

| 'action de ces forces entrainera l'accélération d’'un fluide décrite
par:

ma

2 F = Fgrav + Fpress + Fvisq +Felas +Ftsur
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Rétrospective ' 3

Si 'on remarque que la force d’'inertie, F;, agit dans le sens

contraire de l'accélération (F;= —ma), la 2éme loi de Newton
peut s’écrire

- - -

Egrav + Fpress + Fvisq +Feias tEtsur+ Fi= 0

En ne considérant que les grandeurs de ces forces, une (pseudo)
équation adimensionnelle peut étre obtenue en prenant comme
reférence la force d’'inertie. Notamment:

F:qrav K press F visc F, elas F tsur

(LB L
E; E; E; E; E;
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Reétrospective y 3

Ces rapports adimensionnels (ou l'inverse F; /F) des modules des
forces ont été associes a des scientifigues et on a introduit des
abréviations qui rappellent leurs noms

F, E F,,; F F
grav press 4 visc n elas 4 tsur +1=0

E; E; E; E; E;

Froude Euler Reynolds Mach Weber
Fr Eu Re Ma We

Ces nombres représentent les intensites relatives des forces
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Rétrospective N

L'importance de ces intensités relatives réside dans le fait que les
équations adimensionnelles décrivant le mouvement d'un
fluide sont UNIVERSELLES

Universelles signifie qu’elle sont valables independamment des
propriétés du fluide: (u, p), de I'espace (L), et des caractéristiques
de I'écoulement (pression p, accélération a, élasticité E)

Voici en rappel I'equation adimensionnelle de Navier-Stokes pour
un écoulement instationnaire en régime incompressible
—’
A - 1 1

+ (V* - 7HV* = —EuV*p + + — P2y
ot* ( ) P Fr2 Re

Sr
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Rétrospective I

Commentaires sur I'équation précéedente

Dans une grande majorité des problemes rencontrés en geénie
mecanique, l'intensité (relative) de la force de tension superficielle
(nombre de Weber) est negligeable. Elle est ainsi ignorée.

On decouvre un “terme oublie” : le nombre adimensionnel de
Strouhal, Sr. Il s’agit du rapport entre l'accélération locale et
I'accélération convective. Il est n'est présent que pour les
écoulements transitoires

Voici un rappel du cas (imagé) illustrant les forces présentes
dans un écoulement permanent incompressible (non élastique)
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Les rapports de forces —

F;~pL*V?
F.~uLV

F) (R _plv?E
F), \F ), #LV

Similitude de Reynolds




Les rapports de forces —

F;~pL?V?
Fg~pL3.q

Fg : Fg . pL3g

Similitude de Froude




Rétrospective ' 3

Afin d’étudier un écoulement dans un cas reel (prototype) au
moyen d’'un modele réduit (maquette), on utilise le potentiel des
nombres adimensionnels decrivant des rapports de forces

Les valeurs de ces quantités sont uniques pour chaque cas et
agissent comme des “plugins” entre les deux mondes ayant des
grandeurs physiques et geometriques différentes
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Transfert d'informatior

Espace adimensionnel

L

 Froude Lr Reynolds Fr




Les @chelles Reynolds

y

Prédominance des forces visqueuses: la similitude est garantit
par le nombre de Reynolds, soit (VL/v),,= (VL/v),

Si de plus, le fluide demeure le méme (v, = vp):

Re, ) ) Ve L, 1

=1 > (W), =), ==> A=y=7-==

Rep D m L
et a partir de L'échelle de vitesse est I'inverse de I'échelle géométrique

A :(ij => A=X

L'échelle temporelle correspond au carré de I'échelle
géometrique
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7

Les echelles

‘ Froude
Fr

Prédominance des forces de pesanteur: la similitude est
garantit par le nombre de Froude , soit (V/(/Lg)..= (V/\/Lg),

F /A L
S R e
p
eta partir de L'échelle de vitesse correspond a la

racine carrée de I'échelle géométrique

A
=| == —_ Ar =4,
& (&j

L'échelle temporelle correspond a la
racine carrée de I'échelle geométrique

Remarque: La constante gravitationnelle g a été considérée la méme pour le modéle et le prototype

244



La conséquence y _

On constate que pour un rapport d’échelle geométrigue donne,
L,/L,, les rapports déchelle de vitesses V,,/V, sont bien

différents en fonction du type de similitude choisie

Pour modéliser un probleme réel, on devra alors identifier la force
prepondérante qui déterminera, soit la grandeur d’'une maquette,
0 bien la vitesse adequate pour effectuer le test
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ecadre général ¢ e

Les nombres adimensionnels représentant les intensités des
forces utiles en mécanique de fluides peuvent étre obtenus a
partir de la seconde loi de Newton

Dans un contexte geéneral, ces regroupements sans dimension
et bien d’autres peuvent étre trouvés au moyen de l'utilisation du
Théoreme «
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Des cas d'exception E

Tel que présente, le théoreme nt de Vaschy-Buckingham indique
gu’un probleme est défini par K=N-J quantités adimensionnelles
avec N le nombre de variable physiques et J les nombre de
dimensions fondamentales

Cette formulation du théoreme, est valable pour la grande
majorité de cas. Cependant, le choix des variables parfois mene
a des equations qui ne permettront pas le calcul de tous les
exposants a, b, ¢ (systeme singulier).

Voici un exemple
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Un cas d'exception:exemplle -

On analyse la déflexion 8§y a I'extremité d’'une poutre encastrée

gL f q(N/m),E(N/m?),

On postule que: 6, = f(q,L,1,E), avec <
I(m*), L(m)

N~
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

; E I |
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5.3 Théoréme m:exemple
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

8 IL q II lE |
M |0 0
L 1 1
T |o 0

L L
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

8 IL Iq I lE |
M 0 0 1
L 1 1 0
T 0 0 2

L L MT2
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Variables et dimensions

5.3 Théoréme m:exemple

: E R N
M 0 0 1 0
L 1 1 0 4
T 0 0 2 0

L L MT-2 L4
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Variables et dimensions 4

5.3 Théoréme m:exemple

5 l L l q I 1 | - I
M 0 - 1 ! 1
T 0 ) 2 O 2

L L MT-2 = __
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Variables et dimensions 4

Variable cible —

5.3 Théoréme m:exemple

) L | . l I l : l
M 0 - 1 ! 1
L 1 - O 4 1
T 0 ; 2 O 2
L L " o ML1T-2
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T 0 0 2 0 -2

L L MT-2 L4 ML1T2

Ce determinant est nul, le systeme est singulier et les equations ne sont pas
lineairement independantes
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Variables et dimensions 4

) . - I
M 0 - O O 1
L 1 . 1 4 -1
T 0 ~ : O _2

L MT2 - - -

Ce determinant est également nul, le systeme est singulier et les equations ne
sont pas linéairement indépendantes
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T 0 0 2 0 -2

L L4 MT-2 L ML2T-2

Ce determinant est aussi nul, le systeme est singulier et les équations ne sont
pas linéairement indépendantes
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) E q I
M 0 1 1 0 0
L 1 -1 0 4 1
T 0 -2 -2 0 0
L ML1T-2 MT-2 L4 L

Ce determinant est encore nul, le systeme est singulier et les équations ne
sont pas linéairement indépendantes
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Les cas d'exception E

Les resultats précedents indiquent que pour ce probleme il n'y a
pas trois variables dépendantes ou repetées (partie droite du

tableau ) mais seulement deux
Si le nombre de variables dependantes diminue de un, le nombre

variables indépendantes ou non répétees (partie gauche du
tableau) doit augmenter de la méme gquantité

Dans cet exemple la variable g changera de groupe et on choisira
deux des trois equations pour déeterminer deux coefficients (a, b)
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L 1 4 0 -1
T 0 0 2 2
L L4 MT-2 ML1T2

Ce déterminant (2x2) n’est pas nul, le systeme est linéairement indépendant
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5.3 Théoréme m:exemple

n, :@xposants a,b

Pour m;:
a —b = pourL — a=1
OXa —2Xb = pourT -~ b=0
o} | q L
M 0 0 1 0
L 1 4 0 1
T 0 0 -2 0
L L4 MT-2 L MLIT-2

rJ = = m
—
=
I

=~ S
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.3 Théoréme m:exemple

n, :@xposants a,b

Pour m,:
a —b = pourL — a=4
OXa —2Xb =| OjpourT - b=0
I q E I
M 0 1 1 H2=L_4
L 4 0 -1
-2 -2

— (=] =t = (=]

(i o = o ol

MT2

ML1T2
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.3 Théoréme m:exemple

n, :@xposants a,b

Pour m;:
a =| 0|pourL — a=1
OXa —2Xb = -2 pourT-— b=1
s I q L E q
M |0 0 1 0 1 H?’_E
L 1 4 0 1 =
T 0 0 -2 0 -2
L L

MT2

ML1T2
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my / m,

On combine m,et Equation connue de RDM
4
H3 q L qL4.
My ==—=-—72X— 0 = —
I[I, LE I 8EI
qL® \
e ="F7
‘ T =51 S/l =5
- o) L El 8EI
)
Résultat obtenu par IMPRESSIONANT!

I'analyse dimensionnelle
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Modele-prototype

F18

266



Modéle-prototype 4 -

BMW
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Modeéle-prototype

Le Viaduc de Millau
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Modele-prototype

Centreville de Calgary
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Sans commentaire
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Tunnel hyqré

Ecoulement avec un faible i\
angle d’attaque ‘

 —

Ecoulement avec un angle 7 M s

d’attaque eleve e |













Récapitulation en 7 planches _

En mecanique de fluides I'ingénieur utilise la modélisation sur des
maquettes, reelles ou virtuelles (ordinateur), avant de s’attaquer a
la construction d’ouvrages a pleine grandeur (prototypes)

Pour extrapoler vers le cas réel les résultats obtenus lors de
essais sur des maquettes, on utilise des criteres de similitude

Essentiellement, ces regles concernent des variables sans
dimension issues de ce gu’'on appelle similitude dynamique.
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Récapitulation _

Spécifiguement, on regarde des rapports entre une force d'intérét

(massique, visqueuse, etc.) et la force d’inertie, utilisée comme
reférence.

En génie mécanique on s’interesse fondamentalement a trois,
rapports sans dimension, que l'on connait comme nombres de
Reynolds (Re), Froude (Fr) et Mach (Ma).

Re = Inertie/Visqueuses l VL/v l
Fr = Inertie/Massiques l V/JgL l
Ma = Inertie/Elastiques | V/a |
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Récapitulation




Récapitulation _

Les rapports sans dimension, Re = VL/v et Fr =V /,/gL , égales
pour le modele et le prototype (Re,, = Re,, Fr;, = Fr,), imposent
des échelles geomeétriques bien différentes

Pour choisir I'échelle géometrique adequate, on regardera le
rapport dont la force soit dominante (visgueuse ou massique),
selon le cas. On parle alors d’'un similitude incomplete (restreinte)

Quant au nombre de Mach Ma =V /a, 1l “surveille” si les effets

de compressibilité sont négligeables (Ma < 0.3) ou pas
279



Récapitulation 3

L'obtention des parametres sans dimension peut se faire utilisant
les équations de Navier-Stokes ou, de la maniere la plus générale
possible, a l'aide du théoreme de Vaschy-Buckingham:
Soient n quantités pour lesquelles existe une relation

fV, Vo, Vs, ....V)=0
Cette relation peut se ramener a une autre avec K=N-J
parametres, au plus, de la forme,

¢(m,, m,, s, )=0

ou J dénote le nombre de dimensions fondamentales
(typiguement, M,L,T)
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Récapitulation 4 3

Pour construire I'ensemble de nombres adimensionnels =z, on
sépare d’'abord les variables en deux groupes: répétées et non
repetées.

Le nombre de variables répétées correspond au nombre de
dimensions fondamentales, souvent 3 (M,L,T).

On obtient par la suite les &, en divisant chaque variable non
repétee V; , par un produit des variables répétées elevées a des

exposants . Vi (nonrépetee)

i asbyv/c
Vrlvr 2Vr3 3V, si (M,LT).
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I R é C a p t u at @ [m 4 -

Pour chaque =, , on trouve les exposants a,b,c en égalisant les
dimensions de M,L,T dans le numérateur avec celles dans le
dénominateur

T, M a+0Xb+0Xc = 1TaF 1
Fo H
3a+ b+ c=|1|-1|b ‘2 1 I1, LY I, ey
OXa+0xXb— ¢ = i\—_l/c&\l_)
Variables non répétées | Variables répétées
F H p L v o,
M 1 1 1 0 0 E—
L 1 -1 -3 1 1 —
T 2 -1 0 0 -1
MLT2 MLIT ML L LT

282



CL’Lquez Lot pour trouver une liste exhaustive
e womibres sans dimension.

Merel de votre attention !

Blentdt: Formulation intégrale




rlors




L'algorithme de Thomg

~ L'algorithme suivant, proposé par Thomas Szirtes, peut
étre ici accepte comme une methode de type “plug&play”
pour obtenir des regroupements sans dimension.

L'application concerne [I'ecoulent autour d'un profil
aerodynamique

F=fp,u L,V) » —

=







st Initial .

IMPORTANT: On doit vérifier que la matrice A soit

non singuliere , c-a-d, que det A # 0. Si le
det A = 0, on peut réarranger les colonnes du
tableau (choix des variables primaires et
secondaires) pour tenter d’'obtenir une matrice
non singuliere. Si ceci s’avérait impossible, le
nombre de parametres adimensionnels changerait
de un.



F U p L V
| l——
M r—
—
L B A
T
1 1| 1 0 0]
B=|1 -1 A=-3 1 1

2 -1 RORSIE



Inverse de
la matrice A



L'algorithme de T. Szirté .

—CT _

N N BN
) [N
O
I
|—||
[N
|
N
|
H
L 1




L'algorithme de T. Szirté .

- H P L V




L'algorithme de T. Szirté "

F T P L Vv




F M p L

M
L B A
=
l_[1

| C
HZ




T




clear all;
$METHODE DE T.SZIRTES

$CETTE METHCDE EST HORS DU PROGRAMME! ELLE NE SERAZ DONC PAS L'OBJET
¥DE QUESTICHNS!

%Ce programme calcule les coefficients PI du probléms d'un corps profilé.
$les paramétres physiques sont: la corde du profil de longueur L, la mas:
$volumigque Ro du fluide, la wviscosité dynamique Mu du fluide, la vitesse
$de 1'écoulement et la force de trainée F.

$Les wvariables primaires sont Ro, L, V
$Les wvariables secondaires sont F et Mua

3 LE TABLEAU (MATRICE) DES UNITES DES VARIABLES PHYSIQUES EST:

s F Mua Ro L ¥
M) 1 1 | 1 o o
R
sL] 1 -1 | -3 101
e
$T| -2 -1 | 0 o -1

B=[100:; -311; 00 -1]
B=[1 1;1 -1;-2 -1]

$Test pour vérifier =i le déterminat de A ests nul
deta=det (R}

%5 det(R)=0, 1 v a une dépendance dimensionelle entre les wariables
$primaires selectionnées. bn doit alors choisir une autre combinaison

ZCn calcule 1'inverse de &L
BRi1=inwv (R)

fproduit de 1'inverse A inverse fois B
CHEGT= (R1*B)

tNégatif de la transposée
C=-CNEGT"

%tLes coefficients de la matrice C correspondent aux exposants
%des wvariables primaires

%tLes coefficients dan=s PI1 pour Ro, L, et V, ayvant F comme wvariable
fzecondaire, =& trouvent sur la prémiére ligne de la matrice C
iCoeff de Ro
goro=C(1,1)
iCoeff de L
ceel=C(1,2)
FCoeff V
Coev=C(1,3)

%tLes coefficients dans PIZ2 pour Ro, L, et V, ayant Mo comme wariable
%¥zecondaire
%Coeff de Ro
coro=C(2,1)
2CoeFF de L
coel=C(2,2)
ECoeff V
Coev=C(2,3)

Ze trouvent sur la deuxiéme ligne de la matrice C
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Deuxiéme choix pour t iR

S/S,=1+V, /S t+1/2gt* /S,
L/L (Ejl LT
T)L T? L

Si dans cette expression I'on regarde le troisieme terme, on peut
trouver un autre facteur d’échelle pour le temps. Notamment

(5 /9) pour t?, ou encore (S, /9)Y/? pour t. Dans ce cas, on peut
définir des variables sans dimension t™ et S™:

o S - t
U = 12
S (So/9)
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Deuxieme choix YV  omeecoomor

Dimensions | L T LT | LT=

Alors, I'équation S, + Vyt + 1/2 gt? devient

™ =1+17/Jgs, VZ +1/2t™

Dans cette nouvelle equation on distingue également trois

termes sans dimension:S$™,t™ et le regroupement \/gSO/VOZ_.
On découvre encore une variable sans dimension g**

~_ g
V72 /S,

9
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' S N t - g
Deuxidme ¢ -3 g ¢ s

Cependant, g apparait maintenant comme facteur d’échelle dans
le temps adimensionnel t** = t/(Sy/g)1/?. Il faut donc I'éliminer.

Puisque g™ = gS,/V,?est une quantité adimensionnelle, on peut
I'utiliser pour se débarrasser de g dans le temps t**. En particulier

en définissant t*** = t**/,/g**
L'introduction de ce nouveau temps adimensionnel t*** dans

'equation ™ =1+t"/[gS, V& +1/2t™

mene encore a

ST =1+t" +1/2£ g\y/S jt(m)z

0
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Troisieme choix pour t

Le facteur d’echelle utilisé précédemment pour la dimension L est
loin d’étre unique. On peut utiliser par exemple V,?/g

Dans ce cas on trouve

adimensionalisation

o gS

S +t +1/2t77°

avec
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Troisieme choix 4 m

Encore g apparait comme facteur d'échelle dans le temps
adimensionnel t**=t/(Vo/g) et dans la distance

adimensionnelle $** =5/(V§/g). De maniére similaire au cas
précédent, on peut éliminer g de t*™* et $** pour retrouver

I'équation:
ST =1+t +1/2[g—82°jt“*+2 ‘Rm@
VO

ST =1+t t+1/2g7t

Oou encore
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e dimensionnelle
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