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• Présenter les types de visualisation des écoulements

• Regarder la notion de dérivée matérielle

• Rappeler les concepts de divergence et de rotationnel

• Expliquer le cisaillement visqueux et les équations de Navier-
Stokes

• Présenter la formule de Bernoulli



Lorsque les fluides sont en mouvement, en plus des forces de
pression et de pesanteur, nous devons prendre en compte
l’inertie et le cisaillement. Nous porterons alors une attention
détaillée à ces termes dans l’équation de Newton:
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�
𝒅𝒅(𝒎𝒎𝒖𝒖)
𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

= 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑭𝑭𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄



Avant de considérer les forces de cisaillement engendrées par
le frottement visqueux (qui entraînent des pertes d’énergie)
nous regarderons la description du mouvement

C’est l’objet de la cinématique qui s’intéresse aux écoulements,
indépendamment des causes qui les provoquent, c’est-à-dire les
forces

Le résultat pratique se résume en quelques équations. Cependant
le chemin est “encombré” d’éléments mathématiques
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Ouff, les maths… 𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎

𝑫𝑫𝒖𝒖
𝑫𝑫𝑫𝑫

=
𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ (𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁)𝒖𝒖
𝛁𝛁 × 𝒖𝒖 = 0
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Pour obtenir la force d’inertie, on a besoin de calculer le vecteur
accélération 𝒂𝒂(𝒙𝒙, 𝒕𝒕) à la position 𝒙𝒙= (x, y, z) au temps t.
L’accélération 𝒂𝒂 peut se déduire en dérivant la vitesse locale 𝒖𝒖
du fluide.

Alors, pour évaluer l’accélération, on doit d’abord décrire
l’écoulement

4.1 l’accélération



Pour ce faire on note deux approches :

• La description lagrangienne
• La description eulérienne.

La première est intuitive et est en accord avec la 2ième loi de
Newton, mais requiert se déplacer avec l’écoulement
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4.1 l’accélération
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La description lagrangienne peut être imaginée comme si nous
étions dans le peloton d’une course de cyclisme

La représentation eulérienne, d’autre part, comme si nous
étions un spectateur à un endroit fixe et qui voit passer les
différents coureurs.

4.1 l’accélération
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4.1 l’accélération
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L’écoulement est établi à un instant t par l’ensemble de vitesses
associées à chaque point du fluide (les cyclistes). L’écoulement
est ainsi décrit au moyen d’un champ des vitesses 𝒗𝒗(𝒓𝒓, 𝒕𝒕)

𝒗𝒗𝟐𝟐(𝒕𝒕𝟏𝟏)

𝒗𝒗𝟏𝟏(𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝒗𝒗𝟐𝟐(𝒕𝒕𝟐𝟐)
𝒗𝒗𝟏𝟏(𝒕𝒕𝟏𝟏)

𝒙𝒙

𝒚𝒚

𝒛𝒛

Leonhard Euler
(1707-1783)

𝑷𝑷𝟏𝟏
𝑷𝑷𝟐𝟐

4.1 l’accélération

https://www.youtube.com/watch?v=Qg2-ZMES_Is
https://www.youtube.com/watch?v=Qg2-ZMES_Is
https://www.youtube.com/watch?v=Qg2-ZMES_Is
https://www.youtube.com/watch?v=Qg2-ZMES_Is
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La description de l’écoulement est faite suivant le mouvement
d’une (ou d’un ensemble) de particules au sein du fluide.
L’écoulement est décrit par la position 𝑹𝑹(𝒕𝒕) et la vitesse 𝑽𝑽(𝒕𝒕) de
chaque particule de fluide

J.-Louis Lagrange
(1736-1813)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟑𝟑)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟒𝟒)

4.1 l’accélération

https://www.youtube.com/watch?v=K_tAygfZnAE
https://www.youtube.com/watch?v=K_tAygfZnAE
https://www.youtube.com/watch?v=K_tAygfZnAE
https://www.youtube.com/watch?v=K_tAygfZnAE
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La visualisation de «l’allure» d’un l’écoulement: direction
privilégiée, structure, etc., facilite l'analyse et la conception
d’applications technologiques tels que, par exemple, les pales
de turbomachines, les profils d’aile d’avion ou les véhicules de
transport

En dynamique des fluides, on dispose de certains indicateurs
ayant de formulations mathématiques associés à la visualisation
des écoulements. Les plus répandus sont les lignes de courant
(streamlines), les trajectoires (pathlines) et les lignes
d’émission (streaklines)

1.11 lignes de courant..



Trajectoire: Le lieu géométrique des positions successives
occupés par une particule. On peut l’interpréter comme une photo
avec l’obturateur ouvert lorsqu’on injecte un colorant dans un
écoulement
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𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟑𝟑)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟒𝟒)

1.11 lignes de courant..

Écoulement autour d’une libellule 

http://jeb.biologists.org/content/207/24/4299.full.pdf+html
http://jeb.biologists.org/content/207/24/4299.full.pdf+html
http://jeb.biologists.org/content/207/24/4299.full.pdf+html
http://jeb.biologists.org/content/207/24/4299.full.pdf+html
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Trajectoire autour d’une
chauve-souris
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Exemples de trajectoires

1.11 lignes de courant..

https://www.youtube.com/watch?v=ep3l5mfZuPc
https://www.youtube.com/watch?v=ep3l5mfZuPc
https://www.youtube.com/watch?v=ep3l5mfZuPc
https://www.youtube.com/watch?v=ep3l5mfZuPc
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Exemples de vecteurs et de lignes de courant

Trajectoires..
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Trajectoires autour d’automobiles

https://www.youtube.com/watch?v=E9ZSAX56m0E
https://www.youtube.com/watch?v=E9ZSAX56m0E
https://www.youtube.com/watch?v=E9ZSAX56m0E
https://www.youtube.com/watch?v=E9ZSAX56m0E
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Car_Wind_Tunnel.mp4
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Car_Wind_Tunnel.mp4


Les lignes d’émission sont des courbes issues de particules
injectées à un endroit fixe dans l’espace.
À un temps donné t, on trace une ligne qui relie l’ensemble des
particules correspondant à ce temps t
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Lieu géométrique instantané des particules injectées à un endroit
fixe
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Position à t= 3

Injection avec un délai de 
1 entre chaque particule

Position à t= 1+2Position à t=2+1

Les particules font
le même parcours



À un temps donné t, on trace une ligne qui relie l’ensemble de
particules correspondant à ce temps t
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Position à 𝑡𝑡1 + 3Δ𝑡𝑡

émise à t2= t1+Δt

émise à  t3= t1+2Δt

Lignes d’émission

Point d’injection

Trajectoire de la particule 
émise  à t1

Position à t3 +Δt Position à t2 +2Δt

E

Les particules ne suivent
pas le même parcours

𝑡𝑡1 = 0
𝑡𝑡2 = ∆𝑡𝑡
𝑡𝑡3 = 2∆𝑡𝑡
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Le panache de fumées sortant d’une cheminée illustre
en pratique  l’idée  de lignes d’émission 
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Ligne de courant: La courbe tangente aux vecteurs vitesse de
l’écoulement à un temps t fixe. On peut l’interpréter comme une
photo instantanée de l’écoulement.

𝒗𝒗𝟏𝟏(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝒗𝒗𝟑𝟑(𝒕𝒕𝟏𝟏)

𝒗𝒗𝟏𝟏(𝒕𝒕𝟐𝟐)
𝒗𝒗𝟐𝟐(𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝒗𝒗𝟑𝟑(𝒕𝒕𝟐𝟐)

Ligne de courant à 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕𝟏𝟏

Ligne de courant à 𝒕𝒕 = 𝒕𝒕𝟐𝟐

1.11 lignes de courant..

𝒗𝒗𝟐𝟐(𝒕𝒕𝟏𝟏)



28

Champs de vitesses autour d’espèces vivantes 

1.11 lignes de courant..
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Champs de vitesses autour d’espèces vivantes 

1.11 lignes de courant..
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Champs de vitesses autour d’espèces vivantes 
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Champs de vitesses autour d’espèces vivantes 
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Champs de vitesses autour d’espèces vivantes 
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1.11 lignes de courant..

Trajectoire

Ligne de courant

Trajectoire
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La notion de ligne de courant, la courbe tangente en chaque
point au champ des vitesses, est étroitement liée à la
formulation eulérienne

4.1 l’accélération
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La notion de trajectoire, l’ensemble de positions successives
d’une particule de fluide au cours du temps, est directement liée
à la formulation lagrangienne

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟐𝟐) 𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟑𝟑)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟒𝟒)

4.1 l’accélération
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Bien que les notions de ligne de courant, ligne d’émission et de
trajectoire sont différentes, ces courbes coïncident à l’état
stationnaire!

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟐𝟐)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟑𝟑)

𝑷𝑷(𝒕𝒕𝟒𝟒)

𝒗𝒗𝟏𝟏(𝒕𝒕𝟏𝟏)

𝒗𝒗𝟒𝟒(𝒕𝒕𝟏𝟏)
𝒗𝒗𝟑𝟑(𝒕𝒕𝟏𝟏)

𝒗𝒗𝟐𝟐(𝒕𝒕𝟏𝟏)
Ligne de courant

Trajectoire

1.11 lignes de courant..



1.11 4.3 4.10 4.84.24.1

4.9 3.05

4.1 Accélération



Dans la loi de Newton:

l’accélération 𝒂𝒂 correspond à la variation temporelle de la vitesse
telle que vécue par une particule de fluide en mouvement.
C’est-à-dire, à celle décrite par une formulation lagrangienne.
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4.1 l’accélération

�𝐹⃗𝐹 = 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝑚𝑚𝒂𝒂



45

Cette approche est
laborieuse



Par contre, la représentation eulérienne est plus pratique pour
décrire les fluides à des endroits fixes (expérimentalement et
mathématiquement )
On utilise alors cette dernière pour exprimer l’accélération 𝒂𝒂 en
fonction du champ (eulérien) des vitesses.
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4.1 l’accélération
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Il est plus facile de mesurer
à plusieurs endroits fixes
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Des vecteurs vitesses en
ces points conduisent à la
notion de champ
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4.1 l’accélération

Dérivée quoi? 

Pour établir une relation mathématique entre les points de vue
eulérien et lagrangien, pour lequel la loi de Newton s’applique,
on a introduit la notion de dérivée totale, dérivée matérielle,
dérivée substantielle ou encore dérivée particulaire.
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4.1 l’accélération

D
Dt

symbole employé pour noter la dérivée totale,
matérielle, substantielle ou particulaire. Il indique la
variation dans le temps d’une quantité ressentie par un
operateur “à cheval” d’une particule de fluide.

t
∂
∂

nomenclature pour indiquer la variation temporelle de la 
même quantité à un point fixe dans l’espace.
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4.1 l’accélération

s

h

( , , )=h h s x y
( )
( )

=
=

x x s
y y s
( , ( ), ( ))=h h s x s y s

𝑥𝑥

𝑦𝑦

Nous rappelons la règle
de la dérivée en chaîne



4.1 l’accélération

= +
∂ ∂ ∂

+
∂ ∂ ∂
h h dx h dy
s x ds y

dh
ds ds

f f fuDf
D

v
t xt y

= +
∂ ∂ ∂

+
∂ ∂ ∂

( , ( ), ( ))=h h s x s y s

ℎ → 𝑓𝑓, 𝑠𝑠 → 𝑡𝑡

= +
∂ ∂ ∂

+
∂ ∂ ∂
f f dx f dy
t x dt y

df
dt dt

u v

u et v composantes cartésiennes de la vitesse en deux dimensions 
41

𝑑𝑑 → 𝐷𝐷
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x

y

z

f f f fu v w
t

f
y z

D
Dt x

∂ ∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
=

4.1: accél

u

v

w

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣 ̂𝚥𝚥 + 𝑤𝑤�𝑘𝑘

𝛻𝛻𝑓𝑓 =
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥 ̂𝚤𝚤 +

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑦𝑦 ̂𝚥𝚥 +

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑧𝑧

�𝑘𝑘

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻𝑓𝑓

euleriennelagrangienne
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Variation temporelle de f 
lorsqu’on suit le mouvement

Variation de f causée par le mouvement
d’une particule d’un point à un autre

Variation temporelle de f 
à un endroit fixe. 

f
tDt

u fDf ∂
+ ⋅∇

∂
=



4.1 l’accélération

Dérivée matérielle

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻𝑓𝑓



La dérivée substantielle, ou matérielle, ⁄𝑫𝑫𝑫𝑫 𝑫𝑫𝑫𝑫 indique la variation
d’une quantité scalaire f (masse, température, etc.) comme
perçue par un observateur qui se déplace avec l’écoulement

À un endroit fixe, cette variation peut être décomposé en deux
types de changements
• ⁄𝝏𝝏𝒇𝒇 𝝏𝝏𝒕𝒕 ∶ variation temporelle de f en ce point
• 𝒖𝒖 � 𝜵𝜵𝒇𝒇 ∶ variation de f lorsque l’observateur se déplace avec

l’écoulement d’un point à l’autre du domaine
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4.1 l’accélération

⁄𝐷𝐷 𝐷𝐷𝐷𝐷 ≠ ⁄𝜕𝜕 𝜕𝜕𝑡𝑡, et en régime permanent ⁄𝜕𝜕 𝜕𝜕𝑡𝑡 = 0, mais ⁄𝐷𝐷 𝐷𝐷𝐷𝐷 ≠ 0
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4.1 l’accélération
𝐷𝐷𝑇𝑇
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕x

𝒖𝒖 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝒎𝒎/𝒔𝒔
𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝒕𝒕

= 𝟎𝟎 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝/𝐬𝐬

𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝐱𝐱

= 𝟎𝟎.𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅/𝒎𝒎

𝒖𝒖 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝒎𝒎/𝒔𝒔

𝑫𝑫𝑻𝑻
𝑫𝑫𝑫𝑫

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝/𝐬𝐬

𝑻𝑻 = 𝟒𝟒 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅

𝑨𝑨
𝑻𝑻 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝑻𝑻 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅

𝑩𝑩 𝑪𝑪

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟓𝟓𝟓𝟓 𝟖𝟖𝟖𝟖
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4.1 l’accélération
𝐷𝐷𝑇𝑇
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕x

𝒖𝒖 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝒎𝒎/𝒔𝒔 𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝒕𝒕

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝/𝐬𝐬

𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝐱𝐱

= 𝟎𝟎.𝟐𝟐 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅/𝒎𝒎

𝒖𝒖 = 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝒎𝒎/𝒔𝒔

𝑫𝑫𝑻𝑻
𝑫𝑫𝑫𝑫

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝/𝐬𝐬

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 =

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻𝑓𝑓

𝑩𝑩𝑨𝑨
𝝏𝝏𝑻𝑻
𝝏𝝏𝒕𝒕

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝𝐝/𝐬𝐬
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4.1 l’accélération

La température 
augmente 0.02 deg/s 

La température 
augmente 0.06 deg/s 
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4.1 l’accélération
J’ illustre la dérivée matérielle 

lorsque je déverse et que je navigue 
dans le fleuve

𝒖𝒖

Fleuve

Rive

Rive

Iso-concentration 
du contaminant f

𝛁𝛁𝒇𝒇

Trajectoire 

A

B

C

A

B

C

f

t

⁄𝜕𝜕𝑓𝑓 𝜕𝜕𝑡𝑡

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻𝑓𝑓



La dérivée particulaire peut aussi être utilisée pour définir le
vecteur accélération 𝒂𝒂 d’une particule fluide
Elle exprime l’accélération comme perçue par un observateur qui
se déplacerait avec l’écoulement, mais calculée au moyen d’un
champ de vitesses à des endroits fixes. Mathématiquement
parlant :
La dérivée substantielle emploie la formulation eulérienne pour
calculer l’accélération, lagrangienne, requise dans la loi de
Newton 𝑭𝑭 = 𝒎𝒎𝒂𝒂
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4.1 l’accélération
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Accélération locale due à la variation 
de la vitesse dans le temps à un endroit fixe 

SVP, je ne veux pas 
d’autres formules

Je clique pour en savoir plus 
sur la dérivée matérielle

4.1 l’accélération

Ce terme est inexistant
en mécanique de solides 

Accélération lagrangienne 
utilisée dans 𝑭𝑭 = 𝒎𝒎𝒂𝒂

Accélération convective 
causée par le transport 

𝑫𝑫𝒖𝒖
𝑫𝑫𝑫𝑫

=
𝛛𝛛𝒖𝒖
𝝏𝝏𝝏𝝏

+ (𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁)𝒖𝒖
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4.1 l’accélération

𝒂𝒂 =
𝑫𝑫𝒖𝒖
𝑫𝑫𝑫𝑫

=
𝛛𝛛𝒖𝒖
𝝏𝝏𝝏𝝏

+ (𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁)𝒖𝒖

Le terme ( ⁄𝝏𝝏𝒖𝒖 𝝏𝝏𝝏𝝏), appelé accélération locale, provient de la
comparaison des vitesses de particules successives en un point
fixe. Cette accélération a lieu lorsque l’écoulement est transitoire
Le second terme((𝒖𝒖 � 𝜵𝜵)𝒖𝒖), appelé accélération convective, est
associé au gradient spatial de la vitesse
L’accélération convective résulte lorsque l’écoulement n’est pas
uniforme, c’est a dire, si la vitesse varie le long d’une ligne de
courant.
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4.1 l’accélération

Le fluide est incompressible et l’écoulement
est stationnaire (permanent). Cependant,
l’accélération 𝑫𝑫𝒖𝒖

𝑫𝑫𝑫𝑫
’ n’est pas nulle puisque

la vitesse 𝑢𝑢 augmente dans le convergent
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On a un champ de vitesse d’un écoulement dont les
composantes sont: 𝒖𝒖 = 𝟒𝟒𝒙𝒙𝟑𝟑�𝒊𝒊, 𝒗𝒗 = −𝟏𝟏𝟏𝟏𝒙𝒙𝟐𝟐𝒚𝒚𝒋̂𝒋, 𝒘𝒘 = 𝟐𝟐𝟐𝟐�𝒌𝒌

On doit trouver la vitesse 𝒖𝒖 et par la suite les composantes 𝑎𝑎𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑦𝑦,
𝑎𝑎𝑧𝑧, du vecteur d’accélération au point (2,1,1)

4.3 Conservation de la masse

3 3

2 2

4 4 2 32
10 10 2 1 40
2 2 1 2

= = × =

= − = − × × = −
= = × =

u x
v x y
w t

𝒖𝒖 = 𝟑𝟑𝟑𝟑𝒊𝒊 − 𝟒𝟒𝟒𝟒𝒋𝒋 + 𝟐𝟐𝒌𝒌



L’accélération est donnée par

dont les composantes dans le repère cartésien s’écrivent
𝑢𝑢

𝑣𝑣

𝑤𝑤

𝑢𝑢 =
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4.3 Conservation de la masse

x t x
vu u u ua u

y
w

z
∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

y t x
v v v va v

y
u

z
w∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

z t x
vu

z
w ww

y
w wa ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

𝑎⃗𝑎 =
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ (𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻)𝑢𝑢

𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻 = 𝑢𝑢
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

+ 𝑣𝑣
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦

+ 𝑤𝑤
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧
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À partir des composantes 𝑢𝑢 = 4𝑥𝑥3�𝑖𝑖, 𝑣𝑣 = −10𝑥𝑥2𝑦𝑦 ̂𝚥𝚥,𝑤𝑤 = 2𝑡𝑡�𝑘𝑘, on peut
trouver:

et pour le point (2,1,1)

4.3 Conservation de la masse

2

2

0 12 0 0

0 20 10 0

2 0 0 0

x
t x y z

xv v

w w w w

y x
t x y z

t x y z

u u u

v

u

v

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= = − = − =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

𝜕𝜕𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 48,

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑥𝑥 = −40,

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑦𝑦 = −40,

𝜕𝜕𝒘𝒘
𝜕𝜕𝑡𝑡 = 2
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Finalement

4.3 Conservation de la masse

x t x y z
vu u ua u wu∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

y t x y z
v v v va v wu∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

z t x y z
vw wu w wa w∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

32
40
2

u
v
w

=
= −
=

48, 40, 40, 2v v
x y t
u

x
w∂ ∂ ∂ ∂

= = − = − =
∂ ∂ ∂ ∂

𝒂𝒂 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝒊𝒊 + 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝒋𝒋 + 𝟐𝟐𝒌𝒌

= 32 × 48 = 1536

= 32 × (−40) + (−40) × (−40) = 320

= 2



1.11 4.3 4.10 4.84.24.1

4.9 3.05



Pour obtenir l’accélération, utilisée dans l’équation de Newton
(𝑭𝑭 = 𝒎𝒎𝒂𝒂), nous employons une description eulérienne du champ
de vitesses 𝒖𝒖 et nous appliquons la transformation offerte par la
dérivée substantielle pour calculer 𝒂𝒂, notamment:

Avant de nous consacrer aux forces, nous regarderons deux
propriétés importantes d’un champ de vitesses : la divergence
et le rotationnel.
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4.1 l’accélération

𝑎⃗𝑎 =
𝐷𝐷𝑢𝑢
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ (𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻)𝑢𝑢
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Surface

Vitesse

Pour présenter ses deux
éléments, divergence et
rotationnel, nous considérons
un vecteur vitesse par rapport à
une surface élémentaire qui
limite un volume 𝑽𝑽
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La divergence peut être associé
à la composante normale de la
vitesse.
Celle-ci sera imaginée attachée
aux faces du volume élémentaire
De cette manière, la composante
normale pourra causer une
variation du volume

Composante
normale

Surface



Pour les cas 1D illustré sur la figure, nous constatons que la
variation du volume est positive (dilatation) et que cette
quantité dépends de la variation de la vitesse, soit de 𝒅𝒅𝒅𝒅/𝒅𝒅𝒅𝒅

72

x

𝑢𝑢 + ⁄𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑢𝑢
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Dans le repère cartésien, avec des composantes de la vitesse
𝒖𝒖,𝒗𝒗,𝒘𝒘 selon les directions 𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛, respectivement, la variation du
volume est fonction de

Cette expression est décrite comme la divergence d’un champ de
vitesses 𝒖𝒖 à l’aide de l’opérateur 𝛁𝛁. Notamment comme:

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 =
𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏

+
𝝏𝝏𝒗𝒗
𝝏𝝏𝒚𝒚

+
𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒛𝒛



Pour compléter, notons que la divergence a une interprétation
physique bien précise

Mathématiquement, “après quelques étapes”, on peut écrire:
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1
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

= 𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖

4.3 Conservation de la masse

la divergence de la vitesse 𝜵𝜵 � 𝒖𝒖, représente le taux de dilatation
d’un volume de fluide 𝛿𝛿𝑉𝑉 en mouvement par unité de volume
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Il ne faut pas confondre dilatation avec déformation. La figure
représente un écoulement dans un passage convergent où la
vitesse augmente de gauche à droite. Les éléments carrés se
déforment, mais leur volume demeure constant (dilatation nulle)

= 
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Un fluide est dit incompressible lorsque son volume, ou bien sa
masse volumique, demeure constant sous l'action d'un
changement de pression. En mécanique des fluides, on considère
souvent que les liquides sont incompressibles
Lors d’un écoulement incompressible, le fluide peut se
déformer, mais sans changement de volume
La divergence de l’écoulement est alors nulle (𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎):

𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 =
𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏

+
𝝏𝝏𝒗𝒗
𝝏𝝏𝒚𝒚

+
𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒛𝒛

= 𝟎𝟎



Les concepts de divergence et de dérivée matérielle seront
utilisés dans la suite pour retrouver l’équation fondamentale pour
la conservation de la masse
Soit 𝜹𝜹𝒎𝒎 = 𝝆𝝆𝝆𝝆𝑽𝑽 la mase d’un volume élémentaire fermé 𝜹𝜹𝑽𝑽 d’un
fluide en mouvement
Puisque la masse dans un système fermé ne change pas, alors
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4.3 Conservation de la masse

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 = 0



Le développement de l’équation précédente mène à
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1 0D D V
Dt V Dt

 + =  
ρ δρ

δ

Remarque: Les règles de dérivation de la dérivée matérielle sont analogues à celles pour la dérivée ordinaire 

➊

4.3 Conservation de la masse

𝜹𝜹𝜹𝜹

𝐷𝐷𝜌𝜌𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝐷𝐷 = 0

𝐷𝐷𝛿𝛿𝑚𝑚
𝐷𝐷𝐷𝐷 =
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La combinaison de cette équation avec la formule pour 𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖

permet de trouver  l’équation de continuité
St..,F..# &!@?%#!

𝑫𝑫𝑫𝑫
𝑫𝑫𝑫𝑫

+ 𝝆𝝆𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎

𝑫𝑫𝝆𝝆
𝑫𝑫𝑫𝑫 =

𝛛𝛛𝝆𝝆
𝛛𝛛𝒕𝒕 + 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁𝝆𝝆

4.3 Conservation de la masse

1
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝜌𝜌

1
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷 = 0 ➊
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Un champ de vitesse est donné par :

Indiquez si ce champ décrit un écoulement incompressible

Oui! Le champ de vitesse donné représente le cas d’un
écoulement incompressible

2 2 2, , (2 )u x y v y z et w xyz yz= = = − +

4.3 Conservation de la masse

𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 𝟎𝟎?

syms x y z
divergence([y*x^2, z*y^2, -(2*x*y*z+y*z^2)], [x, y, z])

ans = 0

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

+
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

+
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦𝑦𝑦 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝟎𝟎

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥

= 2𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 2𝑦𝑦𝑦𝑦 𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑧𝑧

= −2𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦𝑦𝑦
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On connait les composantes d’un champ de vitesse:

On doit trouver une expression pour la composante manquante u
de sorte que l’écoulement soit incompressible

22 , 2v y et w xyz= =

4.3 Conservation de la masse

0u v w
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

4 , 2v wy xy
y z
∂ ∂

= =
∂ ∂

4 2 0u y xy
x
∂

+ + =
∂

(4 2 )du y xy dx= − +

2(4 ) ( , )u xy x y f y z= − + +



Un champ de vitesse est donné par :

où a et b sont des constantes. Quelle doit être la forme de la
composante de vitesse v pour que le champ soit incompressible ?
D’après cette illustration, y a-t-il conservation du volume au cours
du mouvement ?
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( )2 2 , ,u a x y v et w b= − =

4.3 Conservation de la masse

𝜵𝜵 � 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎 𝜵𝜵 � 𝒖𝒖 ≠ 𝟎𝟎
= >
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On examine maintenant une
quantité liée à l’effet engendré
par la composante tangentielle
de la vitesse. Celle-ci sera
imaginée attachée aux faces du
volume élémentaire

Surface

Composante
tangentielle
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Pour simplifier l’analyse, nous regarderons le cas bidimensionnel
illustré sur les figures ci-dessous.
Lorsque les vitesses sur les faces inférieures et supérieures sont
égales (à gauche), aucun effet n’est noté. Par contre, la différence
de vitesses (à droite) fera tourner le carré dans le sens horaire
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4.8 Vorticité et...

Vecteur rotationnel Direction
normale 

Le taux de variation du vecteur vitesse dans la direction
normale à celui-ci (à gauche) se mesure par le rotationnel.
Il s’agit d’un vecteur perpendiculaire au champ de vitesses
(à droite)



En deux dimensions, le rotationnel de la vitesse 𝒖𝒖 = 𝑢𝑢 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣 ̂𝚥𝚥
ayant des composantes cartésiennes de la vitesse u et v est
défini par
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avec

4.8 Vorticité et...

𝛁𝛁 × 𝒖𝒖 =
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

�𝒌𝒌

𝛁𝛁 =
𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙

𝒊̂𝒊 +
𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝒋̂𝒋 +
𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒛𝒛

�𝒌𝒌
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Champ de vitesses Champ du rotationnel
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Dans un champ dont le rotationnel est nul (à gauche), le transport
d’une parcelle de fluide se fait sans rotation (sur elle même) et à
volume variable. Dans un champ à divergence nulle(à droite), la
parcelle peut effectuer des rotations, mais son volume reste
constant

4.8 Vorticité et...



89

Un champ vectoriel (fig. à gauche) peut se représenter comme la
combinaison d’un champ à divergence nulle (fig. au centre) et un
champ dont le rotationnel et nul (fig. à droite)

4.8 Vorticité et...

Partie irrotationnellePartie solénoïdale 
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L’ intérêt porté sur le rotationnel réside dans le fait:

Des couches adjacentes d’un fluide ayant des vitesses
différentes, conduisent à une force de cisaillement. Le
rotationnel est une mesure du gradient de vitesse entre ces
couches

Avec ces deux éléments, divergence et rotationnel, nous
retournons aux équations qui gouvernent le mouvement d’un
fluide.
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L’équation de conservation de la quantité de mouvement
correspond à la seconde loi de Newton

Nous avons déjà trouvé une façon pour exprimer l’accélération
d’une particule de fluide:

4.3 Conservation de la qté. de mvt.

𝑎⃗𝑎 =
𝐷𝐷𝑢𝑢
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ (𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻)𝑢𝑢

�𝐹⃗𝐹 =
)𝑑𝑑(𝑚𝑚𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑚𝑚𝑎⃗𝑎
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Il faut maintenant s’intéresser à l’autre membre de l’équation, soit
aux forces présentes dans l’expression

Parmi celles-ci on distingue le poids, qui représente la force
volumique la plus courante, et la pression et le cisaillement qui
sont des forces de surface

4.3 Conservation de la qté. de mvt.

�𝐹⃗𝐹 = 𝑚𝑚𝑎⃗𝑎
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La pression donne lieu à une force de surface normale 𝑭𝑭𝒏𝒏, tandis
que le cisaillement produit une force de surface tangentielle 𝑭𝑭𝒕𝒕.
Jusqu’à présent la force tangentielle à été ignorée. Elle sera prise
en compte dans la suite.

4.3 Conservation de la qté. de mvt.

Remarque: Les expressions pour les  forces sont par unité de volume

�𝐹⃗𝐹 = �𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 +�𝐹⃗𝐹𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

La force gravitationnelle 
(cas le plus courant)

❶ 𝑊𝑊 = 𝜌𝜌𝑔⃗𝑔

La pression

❷ 𝐹⃗𝐹𝑛𝑛 = −𝛻𝛻𝑝𝑝 ❸

Le cisaillement

𝐹⃗𝐹𝑡𝑡
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La force tangentielle 𝑭𝑭𝒕𝒕 due au frottement visqueux est
particulièrement importante à l’interface entre un fluide en
mouvement et les parois solides.
Cette force (dite traînée de frottement), a un impact direct sur
l’énergie requise pour déplacer un corps dans un fluide.

4.3 Conservation de la qté. de mvt.
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Zones de fort cisaillement (rouge)
visqueux sur le corps d’un skieur
pendant une descente
L’athlète cherche la position qui
minimise le cisaillement
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Le cisaillement visqueux est fonction de la viscosité du fluide
D’un point de vue mécanique, la viscosité peut être interprétée
comme la résistance d’un fluide à l'écoulement.

On note qu’un fluide visqueux en mouvement adhère aux
parois des solides avec lesquels il est en contact, c’est ce que
l’on appelle la condition de non-glissement

4.3 Conservation de la qté. de mvt.
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La force de cisaillement se
manifeste lorsque des couches
adjacentes d’un fluide sont en
mouvement relatif (la vitesse
de chaque couche est
différente)
Le taux de cisaillement, ou
gradient de vitesse, de ce
mouvement relatif est ⁄𝒅𝒅𝒖𝒖 𝒅𝒅𝒅𝒅

4.3 Qté. de mouvement.

u2

u1

𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑑𝑑

�
𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦=0

𝑢𝑢(𝑦𝑦) Profil de vitesses 

𝑢𝑢 + 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢

𝑦𝑦

Paroi 



Pour plusieurs fluides rencontrés dans les applications en génie
mécanique (eau, l’huile, air, etc.), la contrainte de cisaillement
𝝉𝝉 est proportionnelle au taux de cisaillent, soit 𝝉𝝉 =∝ ⁄𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒚𝒚

Plus spécifiquement, le coefficient de proportionnalité correspond
à la viscosité dynamique μ (kg/ms ou Pa s)*

Ces observations sont formellement exprimées dans la loi de
Newton:

4.3 Conservation de la qté. de mvt.

101
*On définit également la viscosité cinématique par 𝝂𝝂 = ⁄𝝁𝝁 𝝆𝝆, (m2/s).



*La contrainte de cisaillement 𝝉𝝉 produite dans un écoulement avec
un taux de cisaillent ⁄𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 donné, est directement proportionnelle
à la viscosité dynamique du fluide 𝝁𝝁

4.3 Conservation de la qté. de mvt.
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𝝉𝝉
𝝉𝝉 = 𝝁𝝁

𝒅𝒅𝒖𝒖
𝒅𝒅𝒅𝒅

*Ces fluides sont appelés Newtoniens
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Pour un écoulement 3D quelconque, les forces surfaciques
peuvent être renfermées dans un tenseur des contraintes �𝝉𝝉
(d’ordre 2) avec neuf composantes scalaires

x

y

z



xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ

 
 

=  
 
 

4.3 Conservation de la qté. de mvt.
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x

y

z

On regardera maintenant seulement
la force dans la direction x

4.3 Conservation de la qté. de mvt.
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x

y

z

τ
τ xx

xx dx dydz
x

∂ + ∂ 
τ xxdydz

τ
τ yx

yx dy dxdz
y

∂ 
+ ∂ 

τ
τ zx

zx dz dxdy
z

∂ 
+ ∂ 

τ zxdxdy

τ yxdxdz

Sur un volume élémentaire, la
force totale (par unité de volume!)
agissant dans la direction x est :

yx zxxx
xF

x y z
τ ττ ∂ ∂∂

= + +
∂ ∂ ∂

Il faut maintenant une expression pour
chacune des composantes de �𝝉𝝉 !

4.3 Qté. de mouvement.
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Pour un fluide Newtonien en écoulement incompressible, la
généralisation* de 𝝉𝝉 = 𝝁𝝁 ⁄𝒅𝒅𝒖𝒖 𝒅𝒅𝒅𝒅, est

2

2

2

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

u u v u w
x y x z x

u v v v w
y x y z y

u w v w w
z x z y z

µ

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

ji
ij

j i

uu
x x

τ µ



xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ

 
 

=  
 
 

Ce tenseur est symétrique !

En notation compacte

.

*Travaux de G. Stokes

x

𝑭𝑭𝒙𝒙 =
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒙𝒙𝒙𝒙
𝛛𝛛𝒙𝒙

+
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒚𝒚𝒚𝒚
𝛛𝛛𝒚𝒚

+
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒛𝒛𝒛𝒛
𝛛𝛛𝒛𝒛

https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
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On peut alors trouver (la condition 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢 = 0 a aussi été utilisée):

également

et de façon compacte, la force tangentielle par unité de volume
produite par les effets visqueux peut s’écrire 𝑭𝑭𝒕𝒕 = 𝜇𝜇𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

x

y

z

u
w

v
u

(𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣 ̂𝚥𝚥 + 𝑤𝑤�𝑘𝑘)

𝒖𝒖

𝒗𝒗

𝒘𝒘

𝒖𝒖 =

𝑭𝑭𝒙𝒙 =
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒙𝒙𝒙𝒙
𝛛𝛛𝒙𝒙

+
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒚𝒚𝒚𝒚
𝛛𝛛𝒚𝒚

+
𝛛𝛛𝝉𝝉𝒛𝒛𝒛𝒛
𝛛𝛛𝒛𝒛

𝐹𝐹𝑥𝑥 = 𝜇𝜇
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2 +

𝜕𝜕𝑢𝑢2

𝜕𝜕𝑧𝑧2 = 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑢𝑢

𝐹𝐹𝑦𝑦 = 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑣𝑣, 𝐹𝐹𝑧𝑧 = 𝜇𝜇𝛻𝛻2𝑤𝑤
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Nous pouvons maintenant revenir sur la 2ème loi de Newton
appliquée sur un volume élémentaire 𝜹𝜹𝑽𝑽 de masse 𝜹𝜹𝒎𝒎 = 𝝆𝝆𝝆𝝆𝑽𝑽

𝑭𝑭𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈 = 𝝆𝝆𝒈𝒈𝜹𝜹𝑽𝑽

𝑭𝑭𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 = −𝛁𝛁𝒑𝒑 𝜹𝜹𝑽𝑽 𝒂𝒂 = ⁄𝝏𝝏𝒖𝒖 𝝏𝝏𝒕𝒕 + (𝒖𝒖 � 𝛁𝛁) 𝒖𝒖

𝑭𝑭𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗 = 𝝁𝝁𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖𝜹𝜹𝑽𝑽

`

�𝐹⃗𝐹 = �𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 +�𝐹⃗𝐹𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑎⃗𝑎= 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣
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Ce qui conduit à:

𝜈𝜈 = ⁄𝜇𝜇 𝜌𝜌,

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝑢𝑢

𝑣𝑣

𝑤𝑤

𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻 = 𝑢𝑢
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑣𝑣

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝑤𝑤

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

OMG!
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L’équation de la quantité de mouvement et celle de la
conservation de la masse représentent les équations de
NAVIER-STOKES (N-S)
Pour un fluide newtonien en écoulement incompressible elles
s’écrivent

Henri Navier Gabriel Stokes

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ (𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻)𝑢𝑢 = −
𝛻𝛻𝑝𝑝
𝜌𝜌

+ 𝑔⃗𝑔 + 𝜈𝜈 𝛻𝛻2𝑢𝑢

𝛻𝛻 ⋅ 𝑢𝑢 = 0

https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
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Pour un écoulement 2D plan (w = 0), on a explicitement pour la
quantité de mouvement pour les directions x et y :

⁄𝝏𝝏𝒖𝒖 𝝏𝝏𝒕𝒕 + (𝒖𝒖 � 𝜵𝜵)𝒖𝒖 -∇p/ρ

𝜕𝜕𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝒖𝒖

𝜕𝜕𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑣𝑣

𝜕𝜕𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑦𝑦 = 𝑔𝑔𝑥𝑥 −

1
𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝒖𝒖
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑢𝑢

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝒗𝒗

𝜕𝜕𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑦𝑦 = 𝑔𝑔𝑦𝑦 −

1
𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑥𝑥2 +

𝜕𝜕2𝒗𝒗
𝜕𝜕𝑦𝑦2

𝒈𝒈 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕 + 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −

𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆 + 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖
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Avec les équations de Navier-Stokes en 3D nous pouvons
résoudre des problèmes d’ingénierie tels qu’illustrés sur les
figures. Cependant, la complexité des équations ne permet pas
de trouver des solutions analytiques que pour des cas simples



1.11 4.3 4.10 4.84.24.1

4.9 3.05
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𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖
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y = 0

y = h
y

x

infU

Écoulement 2D stationnaire pleinement développé*
u et v les composantes cartésiennes de la vitesse

supU
4.10 Qqs. solutions..

* Pour ce cas, un écoulement pleinement développé implique que le profil de vitesse ne change pas dans la direction x  

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖
x

y

u

v
𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝒊̂𝒊 + 𝒗𝒗𝒋̂𝒋

𝒖𝒖

𝒗𝒗
𝒖𝒖 =



Hypothèses Conditions aux frontières 

• Écoulement permanent

• Écoulement développé

• Écoulement parallèle 2D

• Gradient de pression

117

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝛛𝛛
𝛛𝛛𝒕𝒕

= 𝟎𝟎

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒙𝒙

= 𝟎𝟎 =
𝛛𝛛𝒗𝒗
𝛛𝛛𝒙𝒙

= 𝟎𝟎

𝒗𝒗 = 𝟎𝟎

𝒖𝒖 𝒙𝒙,𝟎𝟎 = 𝑼𝑼𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊

𝒗𝒗 𝒙𝒙,𝟎𝟎 = 𝟎𝟎

𝒖𝒖 𝒙𝒙,𝒉𝒉 = 𝑼𝑼𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔

𝒗𝒗 𝒙𝒙,𝒉𝒉 = 𝟎𝟎

𝛛𝛛𝒑𝒑
𝛛𝛛𝒙𝒙

= 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄
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y = 0

y = h
y

x

infU

2

2

10 p u
x y

ν
ρ

 ∂ ∂
= − +  ∂ ∂ 

* Pour ce cas, un écoulement pleinement développé implique que le profil de vitesse ne change pas dans la direction x  

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝒖𝒖

𝑣𝑣
𝒖𝒖 =𝒖𝒖 ⋅ 𝜵𝜵 = 𝒖𝒖

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙 + 𝒗𝒗

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑣𝑣

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦 = −

1
𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑔𝑔𝑥𝑥 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦2

❶

⁄𝝏𝝏𝝏𝝏 𝝏𝝏𝝏𝝏

⁄𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝑦𝑦
𝛁𝛁𝒑𝒑 =

𝒖𝒖(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒖𝒖(𝒚𝒚)
𝒗𝒗(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎

Écoulement 2D stationnaire pleinement développé∗
u et v les composantes cartésiennes de la vitesse

infU

supU
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y = 0

y = h
y

x

10 p
yρ
∂

= −
∂

4.10 Qqs. solutions..

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑢𝑢

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑣𝑣

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦 = −

1
𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝑔𝑔𝑦𝑦 + 𝜈𝜈

𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥2

+
𝜕𝜕2𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑦𝑦2

❷

𝒖𝒖(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝒖𝒖(𝒚𝒚)
𝒗𝒗(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝟎𝟎 𝑢𝑢

𝒗𝒗
𝒖𝒖 =𝒖𝒖 ⋅ 𝜵𝜵 = 𝒖𝒖

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙 + 𝒗𝒗

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

⁄𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜕𝜕𝜕𝜕

⁄𝝏𝝏𝝏𝝏 𝝏𝝏𝒚𝒚
𝛁𝛁𝒑𝒑 =

Écoulement 2D stationnaire pleinement développé∗
u et v les composantes cartésiennes de la vitesse

infU

supU
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Équation à résoudre

2

2

10 p u
x y

ν
ρ

 ∂ ∂
= − +  ∂ ∂ 

∂
=

∂
p dp
x dx
2 2

2 2

∂
=

∂
u d u

y dy

( )=p p x

4.10 Qqs. solutions..

zzz

(𝜈𝜈 = ⁄𝜇𝜇 𝜌𝜌)

❷

❶

)𝑢𝑢 = 𝑢𝑢(𝑦𝑦

−
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜇𝜇

𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑦𝑦2 = 0

𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑦𝑦

= 0



121

La solution générale de cette équation s’écrit

Pour déterminer les constantes a et b, on utilisera les conditions aux
limites sur la vitesse axiale u sur les parois inférieure et supérieure

4.10 Qqs. solutions..

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
→valeur connue

𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
1
𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦2

2 + 𝒂𝒂𝑦𝑦 + 𝒃𝒃 = 0

𝑢𝑢(0) = 𝑼𝑼𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢 𝑢𝑢(ℎ) = 𝑼𝑼𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬

−
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜇𝜇
𝑑𝑑2𝑢𝑢
𝑑𝑑𝑦𝑦2

= 0
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4.10 Qqs. solutions..

𝒖𝒖(𝒚𝒚) =
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒚𝒚(𝒚𝒚 − 𝒉𝒉) +

𝑼𝑼𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 − 𝑼𝑼𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊

𝒉𝒉 𝒚𝒚 + 𝑼𝑼𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊

Cette solution permet de décrire deux écoulements classiques
souvent rencontrées en mécanique des fluides: l’écoulement de
Couette et l’écoulement de Poiseuille

La solution du problème s’écrit finalement
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Cet écoulement est caractérisé par une paroi inférieure
immobile (𝒖𝒖 = 𝑼𝑼𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟎𝟎) et une paroi supérieure se déplaçant à
une vitesse constante (𝒖𝒖 = 𝑼𝑼𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔). La pression est constante
partout ( ⁄𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝟎𝟎)

Maurice Μarie
Alfred Couette
(1858-1943)

h
ρ, μ

x

y

supu = U

inf 0u = U =

http://www.laboratoire-rheologie-et-procedes.fr/Couette/gfrCouettePiau.pdf
http://www.laboratoire-rheologie-et-procedes.fr/Couette/gfrCouettePiau.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Maurice_Couette
https://fr.wikipedia.org/wiki/Maurice_Couette
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y = 0

y = h
y

x

supu = U

4.10 Qqs. solutions..

⁄(𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝟎𝟎)

Ce profil de vitesses est linéaire 

𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ 𝑦𝑦

𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
1

2𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦(𝑦𝑦 − ℎ) +
𝑈𝑈sup − 𝑈𝑈inf

ℎ
𝑦𝑦 + 𝑈𝑈inf

𝒖𝒖 = 𝑼𝑼𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢 = 𝟎𝟎
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Cet écoulement entre deux plaques est caractérisé par des
parois immobiles ( 𝒖𝒖 = 𝑼𝑼𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝑼𝑼𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 = 𝟎𝟎 ) et un gradient de
pression axial constant et non nul ( ⁄𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 ≠ 𝟎𝟎)

Jean Léonard Marie 
Poiseuille

(1797-1869)

h
ρ, μ

x

y

sup 0u = U =

inf 0u = U =

⁄(𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 ≠ 𝟎𝟎)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-L%C3%A9onard-Marie_Poiseuille
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-L%C3%A9onard-Marie_Poiseuille
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-L%C3%A9onard-Marie_Poiseuille
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jean-L%C3%A9onard-Marie_Poiseuille
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y = 0

y = h
y

x

sup 0u =U =

inf 0u =U =

sup inf
inf

1( ) ( )
2

− 
= − + + 

 

U Udpu y y y h y U
dx hµ

4.10 Qqs. solutions..

Pas de vidéo!

Profil expérimental de 
vitesse

𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
1

2𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦

𝑦𝑦 − ℎ

Ce profil de vitesses est parabolique 

⁄(𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒅𝒅𝒅𝒅 ≠ 𝟎𝟎)

https://www.youtube.com/watch?v=P05yYbnApFc
https://www.youtube.com/watch?v=P05yYbnApFc
https://www.youtube.com/watch?v=P05yYbnApFc
https://www.youtube.com/watch?v=P05yYbnApFc
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Produce_3.wmv
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Produce_3.wmv
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4.10 Qqs. solutions..

1( ) ( )
2

dpu y y y h
dxµ

= −



Couette Poiseuille 

• Vitesse 

• Débit

• Cisaillement à 𝑦𝑦 = 0

• Vitesse 

• Débit

• Cisaillement à 𝑦𝑦 = 0
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𝑢𝑢 𝑦𝑦 =
𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ

𝑦𝑦,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
1

2𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦 𝑦𝑦 − ℎ ,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

≠ 0

𝑄𝑄 = �
0

ℎ
𝑢𝑢 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

ℎ
2
𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜏𝜏𝑤𝑤 = μ �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦=0

= 𝜇𝜇
𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ

𝑄𝑄 = �
0

ℎ
𝑢𝑢 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ3

12𝜇𝜇

𝜏𝜏𝑤𝑤 = μ �
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑦𝑦=0

= −
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

ℎ
2
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Les équations de Navier Stokes (NS) ne peuvent pas être
résolues analytiquement que pour des cas académiques
Pour des résultats rapides, l’ingénieur utilise une formule simple
qui peut être expliquée comme un modèle dérivé des équations
de NS
Le concept fut formulé par Daniel Bernoulli (dont sa forme
mathématique est attribuée à Léonard Euler) bien avant le
développement des équations de NS, mais aujourd’hui on peut
l’obtenir formellement à partir de celles-ci
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3.05 Le Théorème de Bernoulli



L’équation de Bernoulli est de loin privilégiée par le génie
quotidien pour les calculs d’écoulements. Sans doute quelqu’un
est en train de l’appliquer en ce moment!

Pour retrouver l’équation de Bernoulli on fera
un long détour mathématique

132

3.05 Le Théorème de Bernoulli

https://www.youtube.com/watch?v=Cxc7ihZWq5o
https://www.youtube.com/watch?v=Cxc7ihZWq5o
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En mécanique de fluides, le rotationnel d’un champ de
vitesses est appelé vorticité et elle est notée par le symbole 𝝎𝝎
En deux dimensions, en fonction des composantes cartésiennes
de la vitesse u et v, la vorticité est alors décrite par

• Si 𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 ,l’écoulement est dit irrotationnel
• Si 𝝎𝝎 ≠ 𝟎𝟎, l’écoulement est dit tourbillonnaire (rotationnel)

4.8 Vorticité et...

𝜔𝜔 = 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 =
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

�𝑘𝑘
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En 3D, la vorticité est mathématiquement définie par:

Dans cette expression, les symboles u,v,w correspondent aux
composantes de la vitesse dans les directions x,y et z.

Physiquement, la vorticité 𝜔𝜔 d’un champ de vitesse 𝑢𝑢 correspond à deux fois la vitesse
de rotation angulaire locale du fluide

4.8 Vorticité et...

𝜔𝜔 = 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 =
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦

−
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧

,
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧

−
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥

,
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥

−
𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
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4.9 Écoulement irrotationnel...
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4.9 Écoulement irrotationnel...

Écoulement irrotationnel Écoulement rotationnel

𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 𝝎𝝎 ≠0



Intéressant vidéo (10 min) 
par Open University
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4.9 Écoulement irrotationnel...

Écoulement irrotationnel Écoulement rotationnel
(Les particules fluides ne tournent pas sur leur axe) (Les particules fluides tournent sur leur axe)

𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 𝝎𝝎 ≠0

https://www.youtube.com/watch?v=vvzTEbp9lrc
https://www.youtube.com/watch?v=vvzTEbp9lrc
https://www.youtube.com/watch?v=vvzTEbp9lrc
https://www.youtube.com/watch?v=vvzTEbp9lrc


4.9 Écoulement irrotationnel...

Écoulement irrotationnel Écoulement rotationnel

𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 𝝎𝝎 ≠0



4.9 Écoulement irrotationnel...

Écoulement irrotationnel Écoulement rotationnel

𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 𝝎𝝎 ≠0
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4.8 Vorticité et...

Marche
Couche cisaillée

La figure illustre un écoulement
laminaire (notion à venir) sur une
marche descendante. Après la
marche, l’écoulement dépourvu
d’une paroi pour le guider, entre en
contacte avec un région de fluide
au repos
Ce phénomène se manifeste par
une couche cisaillée (ligne rouge)
à forte vorticité
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4.8 Vorticité et...

Marche
Couche cisaillée

Vorticité -

La couche cisaillée induit un
tourbillon dans le sens horaire, à
vorticité négative
L’écoulement se rattache par après,
en même temps qu’une séparation
et une recirculation ont lieu sur la
partie supérieure
Une zone à vorticité positive
apparait alors prés de la paroi
supérieure

Vorticité +

Point de rattachement Tourbillon 
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4.8 Vorticité et...

Marche

Vorticité +

Vorticité -

Dans la zone centrale, l’écoulement
est relativement uniforme et sans
tourbillon. La vorticité y est plus
faible que sur la paroi supérieure et
que sur la couche cisaillée

Le tourbillon (zone de recirculation)
après la marche se trouve dans une
région à faible vorticité

Zone centrale



Vorticité et tourbillon ne sont pas des synonymes 

La vorticité décrit la tendance de l’écoulement à tourbillonner
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4.8 Vorticité et...

Vecteur vorticité
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4.8 Vorticité et...

Loin du profil l’écoulement 
est uniforme        𝝎𝝎 = 𝟎𝟎

𝝎𝝎 = 𝟎𝟎



1

rotationnel

irrotationnel



1

𝛁𝛁 × 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎

𝛁𝛁 × 𝒖𝒖 ≠ 𝟎𝟎
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https://www.youtube.com/watch?v=TA72Q3fsvJo
https://www.youtube.com/watch?v=TA72Q3fsvJo
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Rotationnel.wmv
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip4aMF/Rotationnel.wmv
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Associé aux écoulements irrotationnels on trouve la notion de
potentiel de vitesse. Elle est intéressante à regarder car :

• l’approche mathématique conduit à des résultats rapides
(calcul d’une seule variable Φ au lieu de 3 en 3D)

• l’hypothèse d’écoulement irrotationnel permet d’analyser la
génération de portance par une aile
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Si l’écoulement est irrotationnel,( 𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 ), il existe une fonction
scalaire Φ appelée potentiel des vitesses. En pratique, Φ réduit
le problème au calcul d’un seule variable. Pourquoi?

Si

Résultat du calcul vectoriel (rotat. du gradient =0)

Le champ des vitesses est irrotationnel

4.8 Vorticité et...

𝒖𝒖 = 𝛁𝛁𝚽𝚽

𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 = 𝛻𝛻 × 𝛻𝛻Φ = 0



Pour le cas incompressible 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢 = 0, et si 𝑢𝑢 = 𝛻𝛻𝛻 on trouve:

Ainsi, l’équation de Laplace 𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟎𝟎 , avec des conditions
appropriées aux frontières, permet de déterminer le champ d’un
écoulement (irrotationnel)
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4.8 Vorticité et...

2 0∇⋅∇Φ = ∇ Φ =𝛻𝛻 ⋅ 𝑢𝑢 = 0



Une fois 𝚽𝚽 connu, on trouve le champ de vitesse donné par
𝑢𝑢 = 𝛻𝛻𝛻

Par exemple, en 2D
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4.8 Vorticité et...

𝑢𝑢 = 𝛻𝛻Φ 𝑢𝑢 =
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑥𝑥

, 𝑣𝑣 =
𝜕𝜕𝜙𝜙
𝜕𝜕𝑦𝑦
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Cet écoulement est irrotationnel,( 𝝎𝝎 = 𝟎𝟎)!

u
x

v
y

φ

φ

∂ = ∂
 ∂ =

∂

2 2( ), 2 , 0= − = − =u a x y v axy w

2∂
= −

∂
v ay
x

2∂
= −

∂
u ay
y

4.9 Écoulement irrotationnel...

𝑢𝑢 = 𝛁𝛁Φ 𝜔𝜔�𝑘𝑘 = 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 =
𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦

�𝑘𝑘

𝜔𝜔 = 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 = 0

Champ vectoriel donné



Le calcul du potentiel, ou champ irrotationnel de vitesses, peut
être combiné avec les équations de NS pour obtenir l’équation
de Bernoulli (à venir). Celle-ci permettra de déterminer la
distribution de pression
Une fois la distribution de pression connue, il est possible
d’estimer la force de portance sur un corps profilé
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4.8 Vorticité et...

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖
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4.9 Écoulement irrotationnel...

Force de pression projetée
(Portance)

Distribution de pression

Profil aérodynamique
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4.9 Écoulement irrotationnel...

�𝐹⃗𝐹 = 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐹⃗𝐹𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

Pour un écoulement non-visqueux, les forces tangentielles sont
nulles et seules la pression et la gravité agissent.

La force de pression 𝑭𝑭𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 est normale aux surfaces et le force
de gravité 𝑭𝑭𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈𝒈 est unidirectionnelle. Aucune d’entre elles ne
peut donc entraîner la rotation d’une particule fluide.

On peut alors conclure que si un écoulement est non-visqueux
il est aussi irrotationnel (s’il ne l’était pas)!
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Une analogie entre les potentiel électrique et le potentiel en
mécanique des fluides permet de mieux saisir l’idée d’un
écoulement potentiel
On peut aussi visualiser un écoulement potentiel lorsque un fluide
très visqueux se déplace lentement entre deux plaques séparés
par une faible distance

Je veux regarder + pas envie
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Potentiel
(Irrotationnel)

Potentiel
(Irrotationnel)

Potentiel
(Irrotationnel)

Euler(rotationnel)

Navier-Stokes

4.9 Écoulement irrotationnel...



1.11 4.3 4.10 4.84.24.1

4.9 3.05

théorème



Nous pouvons FINALEMENT revenir sur l’équation de
Bernoulli

167

Encore des maths?
Sss# &!@?%#!F
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Pour la retrouver, on reprend les équations de Navier-Stokes (la
quantité de mouvement) et on considère le cas d’un écoulement
stationnaire irrotationnel de fluide incompressible

3.05 Le Théorème de Bernoulli

Henri Navier Gabriel Stokes

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻 𝑢𝑢 = 𝑔⃗𝑔 −
𝛻𝛻𝑝𝑝
𝜌𝜌

+ 𝜈𝜈𝛻𝛻2𝑢𝑢

https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet


3.05 Le Théorème de Bernoulli

Écoulement
stationnaire 𝑔⃗𝑔 = −𝛻𝛻𝑔𝑔𝑔𝑔

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 =
𝛻𝛻𝑝𝑝
𝜌𝜌

+ 𝑔⃗𝑔 + 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

(𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁)𝒖𝒖 = 𝛻𝛻
𝑢𝑢 ⋅ 𝑢𝑢

2
+ (𝛻𝛻 × 𝑢𝑢) × 𝑢𝑢

𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖 = 𝛻𝛻 × 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 − 𝛻𝛻 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢

Relation de L. Crocco
➊

➋



En notant 𝑉𝑉2= 𝑢𝑢 � 𝑢𝑢 (la norme de 𝑢𝑢), et avec 𝜔𝜔 = 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 on obtient:

Notez que la viscosité peut être non nulle
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𝛻𝛻
𝑢𝑢 ⋅ 𝑢𝑢

2 + (𝛻𝛻 × 𝑢𝑢) × 𝑢𝑢 = −
𝛻𝛻𝑝𝑝
𝜌𝜌 − 𝛻𝛻𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝜈𝜈 𝛻𝛻 × 𝛻𝛻 × 𝑢𝑢 − 𝛻𝛻 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢

𝛻𝛻
𝑉𝑉2

2
+
𝑝𝑝
𝜌𝜌 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 = − 𝜔𝜔 × 𝑢𝑢 + 𝜈𝜈 𝛻𝛻 × 𝜔𝜔 − 𝛻𝛻 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢

Incompressible

Écoulement irrotationnel

➋➊



Pour un écoulement irrotationnel, 𝝎𝝎 = 𝛁𝛁 × 𝐮𝐮 = 𝟎𝟎 on a:

alors
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𝛻𝛻
𝑉𝑉2

2 +
𝑝𝑝
𝜌𝜌 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 = 0

𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐
+
𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝒈𝒈𝒈𝒈 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄.

Formule de Bernoulli



L’expression de Bernoulli est perçue comme la conservation de
l’énergie issue de la combinaison des énergies cinétique, de
pression et potentielle

Elle ne s’applique que si les conditions suivantes sont respectées
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1) Écoulement stationnaire, incompressible 
2) Écoulement irrotationnel (cas non visqueux)
3)  Pas d’échange de chaleur
4)  Pas de travail

3.05 Le Théorème de Bernoulli

Nous allons revenir
lors de la formulation
intégrale

𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐
+
𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝒈𝒈𝒈𝒈 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄
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L’expression de Bernoulli peut être aussi obtenue pour chaque
ligne de courant. Elle demeure valide, mais la constante change
d’une ligne à l’autre (Pouvons-nous identifier facilement un ligne
de courant pour appliquer la formule?)

Daniel Bernoulli
(1700-1782)

3.05 Le Théorème de Bernoulli

Un vidéo (15 min) sur la vie et l’oeuvre de Daniel Bernoulli, 
est disponible sur YouTube

Je veux regarder le 
développement 

Non merci!

https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

1z

2p
γ

2z

Fermé

Ligne de charge

0z

0p
γ

1p
γ

.p gz cnste
ρ
+ =
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

1z

2p
γ

2z

Ouverte

Ligne de charge

2
2

2
V

g

2
1

2
V

g

0z

0p
γ

1p
γ

.
2

2
V p gz cnste

ρ
+ + =
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

Lorsqu’on ouvre la vanne et si l’on néglige toute sorte de pertes,
la ligne de charge, initialement donnée par (𝒛𝒛 + ⁄𝒑𝒑 𝜸𝜸), restera
inchangée. Cependant, un écoulement s’établira et une partie de
l’énergie de pression se transformera en énergie cinétique.

L’équation de Bernoulli modélise ce changement dans lequel on
combine hauteur physique 𝐳𝐳 , hauteur de pression 𝒑𝒑/𝜸𝜸 et
hauteur de vitesse 𝑽𝑽𝟐𝟐/𝟐𝟐𝟐𝟐
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

Hauteur de charge  

cote verticalehauteur  de pression hauteur de vitesse

pression statique pression dynamique pression hydrostatique

Pression totale  

Forme classique en génie civil 

Forme classique en génie mécanique 

𝒑𝒑
𝜸𝜸 +

𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐𝒈𝒈 + 𝒛𝒛 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄

𝒑𝒑 +
𝝆𝝆𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐 + 𝜸𝜸𝜸𝜸 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄
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2z

2p

1p

2V

1V

1z

𝑝𝑝2
𝛾𝛾

+
𝑉𝑉22

2𝑔𝑔
+ 𝑧𝑧2

𝑝𝑝1
𝛾𝛾 +

𝑉𝑉12

2𝑔𝑔 + 𝑧𝑧1





𝑨𝑨𝟏𝟏 𝑨𝑨𝟐𝟐

𝒗𝒗𝟏𝟏
𝒗𝒗𝟐𝟐

𝑸𝑸 𝑸𝑸

Ce volume 

Se déplace ici

𝑽𝑽 𝑽𝑽

𝑸𝑸 = 𝑨𝑨𝟏𝟏𝒗𝒗𝟏𝟏 = 𝑨𝑨𝟐𝟐𝒗𝒗𝟐𝟐

Déformation à volume=constante
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Je clique sur l’image
pour un Wiki sur
Evangelista Torricelli

https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli


Bernoulli entre ❶ et ❷

Conservation du débit
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h

❷

❶

patm

patm

v2

ρ

Je clique sur l’image
pour un Wiki sur
Evangelista Torricelli

𝑝𝑝1
𝜌𝜌

+
𝑣𝑣12

2
+ 𝑔𝑔𝑧𝑧1 =

𝑝𝑝2
𝜌𝜌

+
𝑣𝑣22

2
+ 𝑔𝑔𝑧𝑧2

)𝑣𝑣22 − 𝑣𝑣12 = 2𝑔𝑔(𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

𝑄𝑄 = 𝐴𝐴1𝑣𝑣1 = 𝐴𝐴2𝑣𝑣2 𝑣𝑣12 =
𝐴𝐴2
𝐴𝐴1

2

𝑣𝑣22

𝑣𝑣22 −
𝐴𝐴2
𝐴𝐴1

2

𝑣𝑣22 = 2𝑔𝑔(𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli


Bernoulli entre ❶ et ❷
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h

❷

❶

patm

patm

v2

ρ

Je clique sur l’image
pour un Wiki sur
Evangelista Torricelli

𝑣𝑣22 −
𝐴𝐴2
𝐴𝐴1

2

𝑣𝑣22 = 2𝑔𝑔(𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1)

𝒗𝒗𝟐𝟐 = �𝟐𝟐𝒈𝒈𝒈𝒈 𝟏𝟏 −
𝑨𝑨𝟐𝟐
𝑨𝑨𝟏𝟏

𝟐𝟐

𝑣𝑣2 ≈ 2𝑔𝑔𝑔 (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝐴𝐴2 << 𝐴𝐴1)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
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La pression est plus basse là où la section est plus faible

Giovanni Venturi
(1746-1822)

Je clique sur l’image
pour un Wiki sur
G.Battista Venturi

https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi


A B C

Bernoulli sur la ligne ABC 

A B Cz z z= =
2 2

2 2
A B

A B
v vp pρ ρ

+ = +
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A’
B’

C’
h

𝑝𝑝𝐴𝐴 + 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑧𝑧𝐴𝐴 +
𝜌𝜌𝑣𝑣𝐴𝐴2

2 = 𝑝𝑝𝐶𝐶 + 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑧𝑧𝐶𝐶 +
𝜌𝜌𝑣𝑣𝐶𝐶2

2
= 𝑝𝑝𝐵𝐵 + 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑧𝑧𝐵𝐵 +

𝜌𝜌𝑣𝑣𝐵𝐵2

2

𝜸𝜸 = 𝝆𝝆𝒈𝒈

𝒑𝒑 +
𝝆𝝆𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐
+ 𝜸𝜸𝜸𝜸 = 𝒄𝒄𝒏𝒏𝒏𝒏𝒕𝒕𝒕𝒕

𝑝𝑝𝐴𝐴 − 𝑝𝑝𝐵𝐵 =
𝜌𝜌𝑣𝑣𝐵𝐵2

2 −
𝜌𝜌𝑣𝑣𝐴𝐴2

2 = 𝛾𝛾𝛾



Bernoulli sur la ligne ABC
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A B C

A’
B’

C’
h

𝜸𝜸

𝜌𝜌𝑣𝑣𝐵𝐵2

2
−
𝜌𝜌𝑣𝑣𝐴𝐴2

2
= 𝛾𝛾𝛾

)𝑣𝑣𝐵𝐵2 − 𝑣𝑣𝐴𝐴2 = 2ℎ(𝜌𝜌 ⁄𝑔𝑔 𝜌𝜌

𝑄𝑄 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑣𝑣𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐵𝐵𝑣𝑣𝐵𝐵

𝑄𝑄 =
𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐵𝐵2

𝐴𝐴𝐴𝐴2𝐴𝐴𝐵𝐵2
2𝑔𝑔𝑔
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L’effet Venturi est utilisé dans les voitures de course
La vitesse augmente dans la région où il y a un rétrécissement
entre la voiture et le sol, la pression chute et la voiture “adhère’’
plus fortement au sol

Effet Venturi
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point d’arrêt

❷
❶

En présence d’un obstacle, les
lignes de courant contournent
l’objet, mais il y a au moins un
point où l’écoulement est
complètement arrêté (𝒗𝒗 = 𝟎𝟎) . Ce
point est appelé point de
stagnation ou point d’arrêt



On applique maintenant l’équation
de Bernoulli entre les points ❶ et
❷, avec 𝒛𝒛𝟏𝟏 = 𝒛𝒛𝟐𝟐

La pression au point ❷

est appelée pression totale ou
d’arrêt

190

point d’arrêt

❷
❶

𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2 = 𝑝𝑝2 +
𝜌𝜌𝑣𝑣22

2

𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2



La formule précédente indique
qu’une fois que 𝒑𝒑𝟏𝟏 et 𝒑𝒑𝟐𝟐 sont
connues, on peut donc déterminer
la vitesse du fluide
En pratique, ceci est fait à l’aide de
la sonde de Pitot

191

point d’arrêt

❷
❶
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Henri Pitot
(1695-1771)

1725

https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
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  V

1 2

 H
h

3

ouvert
ouvert

Au point ❷ (l’entrée du tube de Pitot)  la vitesse est nulle

piezomètre
Tube de Pitot

Au point ❶ la  vitesse est 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣
Profil uniforme

1❶ 2❷

➍

3➌
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  V

1

h

3

ouvert

piezomètre

Pour mesurer la pression statique au point ❶, on utilise une prise de pression
(piezomètre). Sachant que p + γz = cte entre les points 1 et 3, on a:

Manométrique (              )0=atmp

❶

➌

𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝3 + 𝛾𝛾𝛾 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝atm + 𝛾𝛾𝛾 𝑝𝑝1 = 𝛾𝛾𝛾
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  V

1 2

 H
h

3

ouvert
ouvert

piezomètre
Tube de Pitot

Pour mesurer la vitesse, on utilise le tube de Pitot qui permet l’obtention de la
pression d’arrêt au point ❷, soit:

−H h

1p hγ= 2❶

➌

2❷

𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2 🅐🅐

➍
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  V

1 2

 H
h

3

ouvert
ouvert

piezomètre
Tube de Pitot

D’autre part, la pression au point ❷ est:

1p hγ= 2❶

➌

2❷

𝑣𝑣1 = )2𝑔𝑔(𝐻𝐻 − ℎ

𝑝𝑝2 = 𝛾𝛾𝐻𝐻
1( )p h= γ

)𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝1 + 𝛾𝛾(𝐻𝐻 − ℎ

🅑🅑

🅑🅑

➍
𝑯𝑯− 𝒉𝒉

𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2
🅐🅐
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Cette sonde, à forme profilée, est munie de deux prises de
pression. Une sur le coté enregistre la pression statique, alors
que l’autre, implantée au bord d'attaque, la pression totale

𝑝𝑝1, 𝑣𝑣1

𝒉𝒉

𝑝𝑝𝑇𝑇 = 𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2

Prise de pression statique 𝑝𝑝1

Prise de pression totale

pression uniforme

𝝆𝝆𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎
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𝒉𝒉

𝑝𝑝𝑇𝑇 = 𝑝𝑝1 +
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2

𝑝𝑝1pression uniforme

𝜸𝜸𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎

𝑝𝑝𝑇𝑇 − 𝑝𝑝1 =
𝜌𝜌𝑣𝑣12

2

𝑝𝑝𝑇𝑇 − 𝑝𝑝1 = 𝛾𝛾𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝜌𝜌𝑣𝑣12

2
= 𝛾𝛾𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ

𝒗𝒗𝟏𝟏 =
𝟐𝟐𝜸𝜸𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒉𝒉

𝝆𝝆

Ludwig Prandtl
(1875-1953)

𝑣𝑣1

https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
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Remarque: Pour un écoulement compressible ( Mach > 0.3), il faut utiliser une formulation élargie
du théorème de Bernoulli. À  suivre…
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1 0 atmp p p= +

2 1 e ep p hγ= +he

❶
air

A3 

essence

eau

ρe

ρa

ρw hw

❷

❸

p0

3 1
R

A
A

<<

⓿

3 ?Q =
❸

𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝0 + 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝛾𝛾𝑒𝑒ℎ𝑒𝑒

𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉1 ≈ 0
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 à 𝑉𝑉3)

AR



2
3 0

2
atm e e atm

w w
w

V p p h p hγ γ
ρ

+ + −
= +
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𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉1 ≈ 0
(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 à 𝑉𝑉3)

𝑝𝑝2 = 𝑝𝑝0 + 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝛾𝛾𝑒𝑒ℎ𝑒𝑒
𝑝𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑉𝑉3 = 2
𝑝𝑝0 + 𝛾𝛾𝑒𝑒ℎ𝑒𝑒

𝜌𝜌𝑤𝑤
+ 𝛾𝛾𝑤𝑤ℎ𝑤𝑤

3 1
R

A
A

<<

he

❶
air

A3 

essence

eau

ρe

ρa

ρw hw

❷

❸

p0 ⓿

3 ?Q =
❸

AR 𝑝𝑝2 +
𝜌𝜌𝑤𝑤𝑉𝑉22

2
+ 𝛾𝛾𝑤𝑤𝑧𝑧2 = 𝑝𝑝3 +

𝜌𝜌𝑤𝑤𝑉𝑉32

2
+ 𝛾𝛾𝑤𝑤𝑧𝑧3

𝑉𝑉32

2 =
𝑝𝑝2 − 𝑝𝑝𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎

𝜌𝜌𝑤𝑤
+ 𝛾𝛾𝑤𝑤ℎ
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1z
4z

3z

0 0=z
2z

patm

patm
2v

1 0v =
2

1 1

2
p v
ρ
+

2
2 2

1 22
p vgz gz
ρ

+ = + +

1 2= = atmp p p

( )2 1 22v g z z= −



Le tourbillon de Rankine est un modèle classique simple
constitué d’un tube de rayon 𝑎𝑎 de vorticité 𝜔𝜔 constante et
d’une enveloppe de vorticité nulle.
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𝑟𝑟
𝑎𝑎

ω

William Rankine
(1820-1872)

https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine


Ce modèle de tourbillon est caractérisé par une loi de vitesse
azimutale 𝑢𝑢𝜃𝜃 donnée par:

avec

Ω indique la vitesse de rotation angulaire du cœur du tourbillon
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𝑢𝑢𝜃𝜃 =

𝑟𝑟Ω 𝑟𝑟 < 𝑎𝑎

Ω𝑎𝑎2

𝑟𝑟
𝑟𝑟 > 𝑎𝑎

𝑢𝑢𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑧𝑧 = 0

𝑢𝑢𝜃𝜃

𝑟𝑟𝑎𝑎



En coordonnées polaires, les équations de NS en régime
stationnaire, sans prendre en compte la force gravitationnelle et
avec une viscosité supposée négligeable, deviennent:
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𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

+ 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖

𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝑢𝑢𝑟𝑟
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑟𝑟

+
𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜃𝜃

+ 𝑢𝑢𝑧𝑧
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 =
𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝜕𝜕(𝑢𝑢𝜃𝜃𝒆𝒆𝜽𝜽)
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝑢𝑢𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑧𝑧 = 0

=
𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝒆𝒆𝜽𝜽 −
𝑢𝑢𝜃𝜃2

𝑟𝑟
𝒆𝒆𝒓𝒓

𝒖𝒖 = 𝑢𝑢𝑟𝑟𝒆𝒆𝑟𝑟 + 𝑢𝑢𝜃𝜃𝒆𝒆𝜽𝜽 + 𝑢𝑢𝑧𝑧𝒆𝒆𝒛𝒛
𝒆𝒆𝑟𝑟 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥
𝒆𝒆𝜃𝜃 = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥



D’autre part
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𝛁𝛁𝒑𝒑 =
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝒆𝒆𝑟𝑟 +
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝒆𝒆𝜽𝜽 +
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝒆𝒆𝒛𝒛

𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝒆𝒆𝜽𝜽 −
𝑢𝑢𝜃𝜃2

𝑟𝑟
𝒆𝒆𝒓𝒓 =

𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆

−
1
𝜌𝜌

𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝒆𝒆𝑟𝑟 +
1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃

𝒆𝒆𝜽𝜽 +
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑧𝑧

𝒆𝒆𝒛𝒛

𝒖𝒖 = 𝑢𝑢𝑟𝑟𝒆𝒆𝑟𝑟 + 𝑢𝑢𝜃𝜃𝒆𝒆𝜽𝜽 + 𝑢𝑢𝑧𝑧𝒆𝒆𝒛𝒛
𝒆𝒆𝑟𝑟 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥
𝒆𝒆𝜃𝜃 = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥

❷

❶
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𝑢𝑢𝜃𝜃
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑢𝑢𝜃𝜃
𝜕𝜕𝜃𝜃

= −
1
𝜌𝜌

1
𝑟𝑟
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝜃𝜃

0
𝑢𝑢𝜃𝜃2

𝑟𝑟
=

1
𝜌𝜌
𝜕𝜕𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑟𝑟

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑟𝑟, 𝑧𝑧)

𝑢𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝑟Ω
𝑝𝑝 = 𝜌𝜌Ω2

𝑟𝑟2

2
+ 𝐶𝐶1

𝑢𝑢𝜃𝜃 =
Ω𝑎𝑎2

𝑟𝑟
𝑝𝑝 = −

𝜌𝜌Ω2𝑎𝑎4

2𝑟𝑟2
+ 𝐶𝐶2

𝒖𝒖 = 𝑢𝑢𝑟𝑟𝒆𝒆𝑟𝑟 + 𝑢𝑢𝜃𝜃𝒆𝒆𝜽𝜽 + 𝑢𝑢𝑧𝑧𝒆𝒆𝒛𝒛
𝒆𝒆𝑟𝑟 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥
𝒆𝒆𝜃𝜃 = −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃 ̂𝜄𝜄 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 ̂𝚥𝚥

❶

❷

L’équation ❷ conduit à des expressions pour la pression pour 𝒓𝒓 < 𝒂𝒂 et
𝒓𝒓 > 𝒂𝒂 . Notamment avec 𝑢𝑢𝜃𝜃 = 𝑟𝑟Ω et 𝑢𝑢𝜃𝜃 = Ω𝑎𝑎2

𝑟𝑟
, respectivement

𝒓𝒓 < 𝒂𝒂 𝒓𝒓 > 𝒂𝒂
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𝒓𝒓 → ∞ 𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑎𝑎 = 𝐶𝐶2

𝑝𝑝 = 𝜌𝜌Ω2
𝑎𝑎2

2
+ 𝐶𝐶1 = −

𝜌𝜌Ω2𝑎𝑎4

2𝑎𝑎2
+ 𝑝𝑝𝑎𝑎

𝐶𝐶1 = 𝑝𝑝𝑎𝑎 − 𝜌𝜌Ω2𝑎𝑎2

𝑝𝑝(𝑟𝑟 = 0) = 𝜌𝜌Ω2
𝑟𝑟2

2
+ 𝐶𝐶1 𝑝𝑝(𝑟𝑟 = 0) = 𝑝𝑝𝑎𝑎 − 𝜌𝜌Ω2𝑎𝑎2

Raccordement des solutions à 𝒓𝒓 = 𝒂𝒂

Pour déterminer 𝐶𝐶1et 𝐶𝐶2 on utilise les conditions aux frontières 

Alors, la  pression à 𝑟𝑟 = 0 devient

𝑝𝑝𝑎𝑎

Raccordement



On veut utiliser ces résultats pour calculer la pression au coeur
d’un ouragan (en r = 0),modélisé par le tourbillon de Rankine avec

Alors,

210

𝑝𝑝 𝑟𝑟 = 0 = 𝑝𝑝𝑎𝑎 − 𝜌𝜌Ω2𝑎𝑎2

𝑝𝑝𝑎𝑎 = 101350𝑃𝑃𝑃𝑃,𝑢𝑢𝜃𝜃 = 100 ⁄𝑚𝑚 𝑠𝑠,𝜌𝜌 = 1.2 ⁄𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑚𝑚3

= 𝑝𝑝𝑎𝑎 − 𝜌𝜌𝑢𝑢𝜃𝜃2

𝒑𝒑 𝒓𝒓 = 𝟎𝟎 = 101350 − 1.2 × (100)2= 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖



En mécanique de fluides on utilise un champ de vitesses, à des
endroits fixes, pour exprimer l’accélération 𝒂𝒂 requise dans la loi
de Newton:

Le calcul de 𝒂𝒂 est fait à l’aide de la dérivée matérielle
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�𝐹⃗𝐹 = 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝑚𝑚𝒂𝒂

𝒂𝒂 =
𝑫𝑫𝒖𝒖
𝑫𝑫𝑫𝑫

=
𝛛𝛛𝒖𝒖
𝝏𝝏𝝏𝝏

+ (𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁)𝒖𝒖



On a remarqué deux caractéristiques d’un champ de vitesses : la
divergence et le rotationnel
La divergence de la vitesse 𝐮𝐮, représente le taux de dilatation
d’un volume de fluide en mouvement par unité de volume
Mathématiquement parlant, la divergence s’exprime comme:

La divergence d’un écoulement incompressible est nulle

212

4.1 l’accélération

𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 =
𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏 +

𝝏𝝏𝒗𝒗
𝝏𝝏𝒚𝒚

+
𝝏𝝏𝒘𝒘
𝝏𝝏𝒛𝒛

𝛁𝛁 ⋅ 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎
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Le rotationnel, appelé vorticité pour un champ de vitesses,
décrit la tendance d’un l’écoulement à tourbillonner
La vorticité peut être imaginée comme une sonde à cisaillement
Mathématiquement elle est définie par:

• Si 𝝎𝝎 = 𝟎𝟎 ,l’écoulement est dit irrotationnel
• Si 𝝎𝝎 ≠ 𝟎𝟎, l’écoulement est dit tourbillonnaire (rotationnel)

𝝎𝝎 = 𝛁𝛁 × 𝒖𝒖 =
𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑦𝑦 −

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑧𝑧 ,

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑧𝑧 −

𝜕𝜕𝑤𝑤
𝜕𝜕𝑥𝑥 ,

𝜕𝜕𝑣𝑣
𝜕𝜕𝑥𝑥 −

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑦𝑦
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La 2ème loi de Newton

appliquée aux fluides devient l’équation de Navier-Stokes

= 𝑚𝑚𝑎⃗𝑎�𝐹⃗𝐹 = 𝐹⃗𝐹𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐹⃗𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝐹⃗𝐹𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣

𝛛𝛛𝒖𝒖
𝛛𝛛𝒕𝒕

+ 𝒖𝒖 ⋅ 𝛁𝛁 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈 −
𝛁𝛁𝒑𝒑
𝝆𝝆 + 𝝂𝝂𝛁𝛁𝟐𝟐𝒖𝒖
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La complexité des équations de NS ne permet pas de trouver des 
solutions analytiques que pour des cas académiques
Dans ce contexte on a regardé les écoulements de Couette et 
de Poiseuille

Couette Poiseuille 

• Vitesse• Vitesse

𝑢𝑢 𝑦𝑦 =
𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
ℎ

𝑦𝑦,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0 𝑢𝑢(𝑦𝑦) =
1

2𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑦𝑦 𝑦𝑦 − ℎ ,
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

≠ 0



Pour des résultats rapides, l’ingénieur utilise une formule simple 
qui peut être expliquée comme un modèle dérivé des équations 
de NS
Il s’agit de l’équation de Bernoulli

Elle ne s’applique que si l’écoulement est incompressible 
stationnaire et inviscide. On ajoute à ces conditions qu’il 
soit irrotationnel, ou bien appliqué sur une ligne de courant

216

3.05 Le Théorème de Bernoulli

𝑽𝑽𝟐𝟐

𝟐𝟐 +
𝒑𝒑
𝝆𝝆 + 𝒈𝒈𝒈𝒈 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄



Les formules pour le vidange d'un réservoir de Torricelli, pour 
l'effet Venturi: dépression provoquée par le rétrécissement local 
d’une conduite et le tube de Pitot, qui permet une mesure de la 
vitesse d'un écoulement, peuvent être retrouvées comme 
des applications de la formule de Bernoulli
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

𝒗𝒗𝟏𝟏 = ⁄𝟐𝟐𝜸𝜸𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒉𝒉 𝝆𝝆𝑄𝑄 =
𝐴𝐴𝐴𝐴2 − 𝐴𝐴𝐵𝐵2

𝐴𝐴𝐴𝐴2𝐴𝐴𝐵𝐵2
2𝑔𝑔𝑔𝒗𝒗𝟐𝟐 = �𝟐𝟐𝒈𝒈𝒈𝒈 𝟏𝟏 −

𝑨𝑨𝟐𝟐
𝑨𝑨𝟏𝟏

𝟐𝟐
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ˆˆ ˆ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
i j k

x y z
Gradient d’un scalaire f

ˆˆ ˆ∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
f f ff i j k
x y z

Divergence d’un vecteur 𝑉𝑉 = 𝑣𝑣1 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣2 ̂𝚥𝚥 + 𝑣𝑣3 �𝑘𝑘

31 2 ˆˆ ˆ ∂∂ ∂
∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂

 vv vV i j k
x y z



Gradient d’un vecteur 𝑉𝑉 = 𝑣𝑣1 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣2 ̂𝚥𝚥 + 𝑣𝑣3 �𝑘𝑘

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3



v v v
x x x
v v vV
x x x
v v v
x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

∇ =  
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 



Divergence d’un vecteur tenseur τ symétrique



xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

x
y
x

τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ

  ∂ ∂ 
  ∇ ⋅ = ∂ ∂  

   ∂ ∂  

Le Laplacien d’un vecteur 𝑉𝑉 = 𝑣𝑣1 ̂𝚤𝚤 + 𝑣𝑣2 ̂𝚥𝚥 + 𝑣𝑣3 �𝑘𝑘
2


V∇ =

2 2 2
1 1 1

2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 2 2
3 3 3

2 2 2

 ∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ + + ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

v v v
x y z
v v v
x y z
v v v
x y z
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2.05 Forces ..

Dérivée matérielle?
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x

y

z

4.1: accél

u

v

w

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒕𝒕)

𝒇𝒇(𝒙𝒙 + 𝜹𝜹𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + 𝜹𝜹𝜹𝜹)

𝜹𝜹𝒙𝒙

𝒙𝒙

𝑫𝑫𝑫𝑫
𝑫𝑫𝑫𝑫

= lim
𝛿𝛿𝑡𝑡→0

𝒇𝒇 𝒙𝒙 + 𝜹𝜹𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + 𝜹𝜹𝜹𝜹 − 𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒕𝒕)
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝒇𝒇 𝒙𝒙 + 𝜹𝜹𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + 𝜹𝜹𝜹𝜹 =𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + 𝜹𝜹𝜹𝜹
𝝏𝝏𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕
𝝏𝝏𝒕𝒕 +𝜹𝜹𝑥⃗𝑥 � 𝛁𝛁𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + ⋯

Série de Taylor vectorielle

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

= d𝑓𝑓
d𝑡𝑡

:définition (on suit le mouvement d’une particule) 
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x

y

z

4.1: accél

u

v

w

𝒇𝒇(𝒙𝒙, 𝒕𝒕)

𝒇𝒇(𝒙𝒙 + 𝜹𝜹𝒙𝒙, 𝒕𝒕 + 𝜹𝜹𝜹𝜹)

𝜹𝜹𝒙𝒙

𝒖𝒖 =
𝝏𝝏𝒙𝒙
𝝏𝝏𝒕𝒕

𝒙𝒙

𝑫𝑫𝑫𝑫
𝑫𝑫𝑫𝑫 =

𝝏𝝏𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕
𝝏𝝏𝒕𝒕

+
𝝏𝝏𝒙𝒙
𝝏𝝏𝒕𝒕

� 𝛁𝛁𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕

𝑫𝑫𝑫𝑫
𝑫𝑫𝑫𝑫

=
𝝏𝝏𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕
𝝏𝝏𝒕𝒕

+𝒖𝒖 � 𝛁𝛁𝒇𝒇 𝒙𝒙, 𝒕𝒕



t

( )x t

f

f=f (t, x1,x2,x3)  avec
u= dx1/dt, v= dx2/dt, w= dx3/dt

1 2 3

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

Df f f f fu v w
Dt t x x x1 2 3( ; , , )f t x x x

1 2 3

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ⋅ + +
∂ ∂ ∂ ∂

Df f f f fui vj wk i j k
Dt t x x x



V ∇


f



Variation temporelle de f 
lorsqu’on suit le système

Variation de f causée par le mouvement
d’une particule d’un point à un autre

Variation temporelle de f 
à un endroit fixe. 

 f V f
t

Df
Dt

=
∂

+ ⋅∇
∂

Formule pour un scalaire dans l’espace 3D



L’accélération est la dérivée du vecteur vitesse d’une particule lorsqu’on  
suit le mouvement:

Pour la composante ai (i=1,2,3),  la dérivée substantielle est: 



 Dva
Dt

=

1 2 3
1 2 3




i i i i i i
i i

Dv v v v v va v v v v v
Dt t x x x t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + + = +∇ ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Transport de la composante vi
par le champ des vitesses

Variation de vi vue par 
un observateur fixe



On peut écrire alors pour les trois composantes (des scalaires)

Ou encore

1 2 2
1 1 2 2 3 3, ,

  
  v v va v v a v v a v v

t t t
∂ ∂ ∂

= +∇ ⋅ = +∇ ⋅ = +∇ ⋅
∂ ∂ ∂

1 11 1 11

1 2 3

2 2 2 2
2 2

1 2 3

3 3 3 3
3 3

1 2 3

      ∂ ∂ ∂∂
      ∂ ∂ ∂∂     
     ∂ ∂ ∂ ∂

= +     
∂ ∂ ∂ ∂     

     ∂ ∂ ∂ ∂
          ∂ ∂ ∂ ∂      

a vv v vv
x x xt

v v v va v
t x x x
v v v v

a v
t x x x

a


v


v
t

∂
∂

v∇





 va v v
t

∂
= +∇ ⋅
∂



Afin de noter ces équations de manière compacte, on a utilisé la notion de
“matrice gradient ” (tenseur d’ordre deux ), dont la ième ligne est le
gradient de la ième composante du vecteur . Notamment:

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3



v v v
x x x
v v vv
x x x
v v v
x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

∇ =  
∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 



L’équation :

est aussi retrouvée sous la forme



 

 Va V V
t

∂
= +∇ ⋅
∂

( )


 

 Va V V
t

∂
= + ⋅∇
∂

Accélération due à la variation
de la vitesse dans le temps 

Accélération causée 
par le transport 

Retour 
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Continuité

Q. de mouvement

2 2 2

2 2 2

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

z
w w w w p w w wu v w g
t x y z z x y z

ρ ρ µ

0∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
u v w
x y z

2 2 2

2 2 2

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

x
u u u u p u u uu v w g
t x y z x x y z

ρ ρ µ

2 2 2

2 2 2

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

x
u u u u p u u uu v w g
t x y z x x y z

ρ ρ µ





Direction radiale

Direction tangentielle

Direction axiale

Continuité

2

2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂∂ ∂ ∂∂ ∂  − + + + + − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

r r r r
r x

r r r r
r

u uu u u uu u
t r r x r

uu u u up g r
r r r r r x r r

θ θ

θ

ρ
θ

ρ µ
θ θ

2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 2

∂ ∂ ∂ ∂ + + + − = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  − + + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

r
r x

r

u u u u u u uu u
t r r x r

u u u u up g r
r r r r x r r

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ

ρ
θ

ρ µ
θ θ θ

2 2

2 2 2

1 1

∂ ∂ ∂ ∂ + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂∂ ∂  − + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

x x x x
r x

x x x
x

u u u u uu u
t r r x

u u up g r
x r r r r x

θρ
θ

ρ µ
θ

( )1 1 0∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
xr u uru

r r r x
θ

θ





Dans le repère cartésien, l’accélération de la composante u le
long de la direction x , s’écrit

En ajoutant et en soustrayant deux termes on peut écrire

4.3 Conservation de la masse

x
Du u u u ua u v w
Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + +

∂ ∂ ∂ ∂

x
Du u u v wa u v w
Dt t x x x

u v u wv w
y x z x

∂ ∂ ∂ ∂
= = + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ − + −   ∂ ∂ ∂ ∂  



Ou encore

mais

alors

4.3 Conservation de la masse

2 2 2

2x
Du u u v w u v u wa v w
Dt t x y x z x

   ∂ ∂ + + ∂ ∂ ∂ ∂ = = + + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

, ,x y z
w v u w v uu
y z z x x y

ω ω ω ω
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ∇× = = − = − = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

2 2 2

2x z y
Du u u v wa v w
Dt t x

ω ω
 ∂ ∂ + +

= = + − + ∂ ∂  

u v wu v w
x x x
∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂



De la même manière, les deux autres composantes de
l’accélération peuvent s’écrire:

Si on regarde le produit:

4.3 Conservation de la masse

( ), , ,
 

y z x z x yu w v w u v uω ω ω ω ω ω ω× = − − −

2 2 2

2y z x
Dv v u v wa u w
Dt t y

ω ω
 ∂ ∂ + +

= = + − + ∂ ∂  
2 2 2

2z y x
Dw w u v wa u v
Dt t z

ω ω
 ∂ ∂ + +

= = + − + ∂ ∂  



on constate que les composantes de 𝜔𝜔 × u correspondent aux
deux derniers termes de chacune des composantes de
l’accélération On peut ainsi écrire:

4.3 Conservation de la masse

( )
2

 

  u uu u uω⋅ ⋅∇ = ∇ + × 
 

Retour 
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(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝚫𝚫𝒕𝒕)
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1.11 lignes de …

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝟑𝟑𝚫𝚫𝒕𝒕)

𝒙𝒙

𝒕𝒕

𝒚𝒚

(𝒙𝒙𝟎𝟎, 𝒕𝒕)
(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟐𝟐, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝒄𝒄,𝟎𝟎)

Trajectoires des particules 
émises au point 𝒙𝒙𝒄𝒄

Ligne d’émission 
au temps t



(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕)
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1.11 lignes de …..

𝒙𝒙

𝒕𝒕

𝒚𝒚

(𝒙𝒙𝒄𝒄,𝟎𝟎)

Ligne de courant 
au temps t

(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒕𝒕)
(𝒙𝒙𝟎𝟎, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟐𝟐, 𝒕𝒕)
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1.11 lignes de …

𝒙𝒙

𝒕𝒕

𝒚𝒚

(𝒙𝒙𝒄𝒄,𝟎𝟎)

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕)

Ligne de courant 
au temps t

(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒕𝒕)
(𝒙𝒙𝟎𝟎, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟐𝟐, 𝒕𝒕)

Ligne de courant 
au temps t-2Δt

(𝒙𝒙𝟎𝟎,−𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕) (𝒙𝒙𝟏𝟏,−𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟐𝟐,−𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)
(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)

Cliquez pour obtenir un très bon article qui a inspiré ces images  (Le sujet est avancé!) 



(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝚫𝚫𝒕𝒕)

244

1.11 lignes de …

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝟑𝟑𝚫𝚫𝒕𝒕)

𝒙𝒙

𝒕𝒕

𝒚𝒚

(𝒙𝒙𝟎𝟎, 𝒕𝒕)
(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟐𝟐, 𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝒄𝒄,𝟎𝟎)

Trajectoire de la particule 
émise au point 𝒙𝒙𝒄𝒄

À l’état stationnaire:  
Trajectoire projetée dans un plan (𝒙𝒙,𝒚𝒚,𝒕𝒕) =
Ligne de courant = Ligne d’émission 

(𝒙𝒙𝟎𝟎, 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)

(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒕𝒕 − 𝜟𝜟𝜟𝜟)

(𝒙𝒙𝒄𝒄, 𝒕𝒕 − 𝟐𝟐𝚫𝚫𝒕𝒕)
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

2dp r dr= ρ ω ( )
2 2

1 1

2
2 2 2

2 1 2 12

R R

R R

p p dp r dr R R− = = = −∫ ∫
ρωρ ω

1R

2R

p p dp+

r

2
ra r= ω

dr

1 2

ω

La pression croît dans
la direction radiale 

2
2 TVp r

r r
∂

= =
∂

ρρ ωou encore 



On peut expliquer la portance comme une conséquence de la
forme d’un profil d’aile qui force les lignes de courant à se
courber. À partir des équations du mouvement ( en coordonnées
curvilignes), on sait qu’un gradient de pression, 𝝏𝝏𝝏𝝏

𝝏𝝏𝝏𝝏
= −𝝆𝝆𝑽𝑽𝟐𝟐

𝑹𝑹
,

conduit à la déformation des les lignes de courant. Dans cette
formule 𝑹𝑹 est la courbure de la ligne de courant et 𝑽𝑽 la vitesse.
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Ce gradient de pression 𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏

= −𝝆𝝆𝑽𝑽𝟐𝟐

𝑹𝑹
, agit comme la force centripète

produite par un mouvement circulaire Puisqu'il y a une pression
𝒑𝒑𝟎𝟎 loin du profil, l’équation nous indique que la pression sur
l’extrados est plu faible que 𝒑𝒑𝟎𝟎, tandis qu’elle est plus élevée
que 𝒑𝒑𝟎𝟎 sur l’intrados. Cette différence de pression produit alors la
force de portance sur le sur le profil.
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

Sans tenir compte de la force gravitationnelle 

2∂
= −

∂
p V
n R

ρ

𝑅𝑅

𝒔𝒔
𝒏𝒏

La pression augmente lorsqu’on s’éloigne du centre de courbure 

Centre de courbure 

𝒑𝒑𝟎𝟎

𝒑𝒑𝟎𝟎

La pression diminue 

La pression augmente



0V∇⋅ =


Soit la fonction continue et dérivable ( , , )x y tψ ψ=

Alors, 

Pourquoi?

En coordonnées cartésiennes 2D

0
  ∂ ∂ ∂ ∂ − =    ∂ ∂ ∂ ∂   x y y x

ψ ψ

,∂ ∂
= = −
∂ ∂

u v
y x
ψ ψ

( , , ) ( , , ) 0∂ ∂
+ =

∂ ∂
u x y t v x y t

x y

ˆ ˆ( , , ) ( , , )= +


V u x y t i v x y t j



2

x x y y
ψ ψψ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = +   ∂ ∂ ∂ ∂   

( ) ( )v u
x y
∂ ∂

= − +
∂ ∂

1) La fonction de courant satisfait  l’équation de continuité

2∇ = −∇× = −


Vψ ω

2) 2 ?ψ∇ =

Le Laplacien de ψ correspond au négatif  de la vorticité



0

i j k
v uV k

x y z x y
u v

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇× = = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



Pour un fluide parfait, le champ de vitesse  s’obtient du gradient d’une 
fonction scalaire Φ appelée le potentiel  de vitesse

V = ∇Φ


3)                 Pour un fluide parfait2 0∇ Ψ =





V = ∇ΦRemarque: Lorsque

0


V∇× = ∇×∇Φ =

Résultat du calcul vectoriel

Le champ de vitesse 
est irrotationnel

0
 v uV

x y
 ∂ ∂

∇× = − = ∂ ∂ 
,u v

y x
ψ ψ∂ ∂

= = −
∂ ∂



(lorsque )

0


V∇⋅ =

Équation de continuité
2 0∇⋅∇Φ = ∇ Φ =

2 2
2

2 2 0
x y
ψ ψψ

   ∂ ∂
∇ = + =   ∂ ∂   

V = ∇Φ


Alors

4)                          Pour un fluide parfait0∇Φ⋅∇Ψ =
Les lignes de potentiel et de courant sont-elles orthogonales?





V = ∇Φ
u

x

v
y

φ

φ

∂ = ∂
 ∂ =

∂

0?∇Φ⋅∇Ψ =

u
y

v
x

ψ

ψ

∂ = ∂


∂ = − ∂

x x y y
φ ψ φ ψ∂ ∂ ∂ ∂

∇Φ ⋅∇Ψ = +
∂ ∂ ∂ ∂

( ) 0u v vu= − + =

OUI, les lignes de potentiel et de courant sont orthogonales!

∇Ψ =
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3.02 Le Théorème de transport …

On définit la dilatation d’une parcelle de fluide comme le taux de
variation temporel du volume δV par unité de volume, soit:

ndS u

 u n⋅

 V u ndSdtδ = ⋅Dil =
1
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

Le terme 𝑢𝑢 � 𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 correspond au taux
d’avancement de la surface dans le
temps. Cette quantité équivaut à la
variation par unité de temps d’un
volume lagrangien élémentaire δV

 u ndt⋅
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3.02 Le Théorème de transport …

La variation par unité de temps d’un volume V est alors:

Dil =
1
𝑉𝑉
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=
1
𝑉𝑉
�
𝑉𝑉

𝛻𝛻 � 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑

Dil =
1
𝑉𝑉
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

= lim
𝑉𝑉→0

1
𝑉𝑉
�
𝑉𝑉

𝛻𝛻 � 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛻𝛻 � 𝑢𝑢

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=�
𝑉𝑉

𝛻𝛻 � 𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐷𝐷𝐷𝐷

=�
𝑆𝑆

𝑢𝑢 � 𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑆𝑆
Gauss

Retour 



Potentiel vecteur Φ Fonction de courant Ψ

,ψ ψu v
y x

∂ ∂
= = −
∂ ∂

,u v
x y
φ φ∂ ∂

= =
∂ ∂

0


V∇⋅ =0


V∇× =

0


V∇⋅ =

Automatiquement satisfaite Automatiquement satisfaite

0


V∇× =

2 0∇ Φ = 2 0∇ Ψ =
Retour 
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4.9 Écoulement irrotationnel...

Idée sympathique, basée sur le fait qu’il existe une fonction de
courant électrique 𝑰𝑰 et un potentiel électrique 𝑬𝑬 , régi par des
équations analogues (𝛁𝛁𝟐𝟐𝐈𝐈 = 𝟎𝟎,𝛁𝛁𝟐𝟐𝐄𝐄 = 𝟎𝟎) à celles décrivant les
écoulements potentiels pour les fluides (𝛁𝛁𝟐𝟐𝚿𝚿 = 𝟎𝟎,𝛁𝛁𝟐𝟐𝚽𝚽 = 𝟎𝟎).
Une méthode expérimentale, virtuellement disparue, utilisait un
papier conducteur sur lequel on appliquait une peinture isolante
pour décrire géométriquement des corps (2D) à l’étude.
Avec un voltmètre, on pouvait suivre les lignes équipotentielles 𝚽𝚽
et les lignes de fonction de courant 𝚿𝚿 pour obtenir une
approximation grossière de l’écoulement
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4.8 Vorticité et...

Isolant

C
on

du
ct

eu
r -

C
on

du
ct

eu
r +

Isolant

Remarque: pour obtenir les
lignes de courant on interverti
les parties isolantes et
conductrices
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4.8 Vorticité et...

2

sinθψ
 

= − 
 

RU r
r

2

cosθφ
 

= + 
 

RU r
r



Un écoulement potentiel a lieu lorsqu’un fluide très visqueux se déplace à faible
vitesse entre deux plaques parallèles distants d'une faible épaisseur
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4.9 Écoulement irrotationnel...

Henry Selby Hele-Shaw

H. S. Hele-Shaw, The flow of water, Nature 58 (1898), no. 1489, 33–36

http://www.scielo.org.za/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0038-23532010000100013
http://www.scielo.org.za/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0038-23532010000100013
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4.9 Écoulement irrotationnel...

À partir des équations de Navier-Stokes, on trouve pour cette
configuration que la vitesse 𝒖𝒖 du fluide est seulement fonction du
gradient de pression p:

avec b étant la distance qui sépare les plaques et μ la viscosité
du fluide.
La vitesse satisfait 𝑢𝑢 = 𝛻𝛻Φ avec le potentielΦ = − ⁄𝑝𝑝𝑏𝑏2 12𝜇𝜇

2

12µ
= − ∇
 bu p (Solution de H. Lamb, 1932). 

http://www.gracesguide.co.uk/Henry_Selby_Hele-Shaw
http://www.gracesguide.co.uk/Henry_Selby_Hele-Shaw


263

Écoulement irrotationnel autour d’un profil d’aile d’avion et d’un cylindre. La force
résultante sur chaque corps ne dépend que du champs de pression autour des objets.
Celle-ci est nulle sur le cylindre (symétrie) et normale (portance) aux lignes de courant
pour le profil. Les fronts des couleurs sont utilisés pour indiquer des lignes d’émission
Les animations proviennent du site:

4.9 Écoulement irrotationnel...

pas envieJe veux regarder +

http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
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Forces de pression sur un cylindre et sur un profil d’aile d’avion 

Les animations proviennent du site: 

4.9 Écoulement irrotationnel...

Je veux regarder +

Je ne veux pas

Retour 

http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
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3.05 Le Théorème de Bernoulli

Relation vectorielle
attribué à L. Crocco

Écoulement
stationnaire

Fluide
non visqueux𝑔⃗𝑔 = −𝛻𝛻𝛻𝛻𝛻𝛻

Je veux regarder le 
développement 𝜔𝜔

Non merci!

𝜕𝜕𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻 𝑢𝑢 =
𝛻𝛻𝑝𝑝
𝜌𝜌

+ 𝑔⃗𝑔 + 𝜈𝜈 𝛻𝛻2𝑢𝑢

(𝑢𝑢 ⋅ 𝛻𝛻)𝑢𝑢 = 𝛻𝛻
𝑢𝑢 ⋅ 𝑢𝑢

2
+ (𝛻𝛻 × 𝑢𝑢) × 𝑢𝑢
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La figure indique que le vecteur d𝒔𝒔 est
orthogonal à 𝝎𝝎 et aussi au produit 𝝎𝝎 × 𝒖𝒖

3.05 Le Théorème de Bernoulli

⊗
𝝎𝝎

𝝎𝝎 × 𝒖𝒖

𝒖𝒖𝒅𝒅𝒔𝒔

ligne de courant

𝛻𝛻
𝑉𝑉2

2 +
𝑝𝑝
𝜌𝜌 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 = − 𝜔𝜔 × 𝑢𝑢 + 𝜈𝜈 𝛻𝛻 × 𝜔𝜔

Alors (𝝎𝝎 × 𝒖𝒖) � 𝒅𝒅𝑺𝑺=0, ainsi
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Alors, la quantité ⁄(𝑽𝑽𝟐𝟐 𝟐𝟐 + ⁄𝒑𝒑 𝝆𝝆 + 𝒈𝒈𝒈𝒈) se conserve le long de
lignes tangentes à 𝒖𝒖 : cas stationnaire, incompressible, inviscide

3.05 Le Théorème de Bernoulli

𝛻𝛻
𝑉𝑉2

2 +
𝑝𝑝
𝜌𝜌 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 � 𝑑𝑑𝑆𝑆 = −(𝜔𝜔 × 𝑢𝑢) � 𝑑𝑑𝑆𝑆

𝛻𝛻
𝑉𝑉2

2 +
𝑝𝑝
𝜌𝜌 + 𝑔𝑔𝑔𝑔 � 𝑑𝑑𝑆𝑆 = 0
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Le théorème de Bernoulli considère une ligne de courant
(tangente à 𝒖𝒖 ) et s’écrit:

La constante normalement diffère d’une ligne de courant à l’autre. 
Cette propriété a mené à des polémiques en aérodynamique, en 
particulier pour expliquer la portance sur une aile.

3.05 Le Théorème de Bernoulli

.
2

2
V p gz cnste

ρ
+ + = Sur une ligne de courant!

Pour  regarder  un (long) 
vidéo sur le sujet 

Je ne veux pas
des Xtras!

Pour  voir  un explication 
sur la portance 

Retour 

https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU
https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU
https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU
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Bien qu’il s’agit d’un sujet avancé, on note qu’un cas particulier du
Théorème de Crocco établie une relation pour un écoulement
stationnaire isenthalpique entre la vorticité 𝝎𝝎 et l’entropie S, notamment:

3.05 Le Théorème de Bernoulli

Wow! L’entropie est constante sur tout le domaine si le champ de vitesse est irrotationnel

−(𝑢𝑢 × 𝜔𝜔) + 𝑇𝑇𝛻𝛻𝑆𝑆 = 0 Retour 

http://it.wikipedia.org/wiki/Teorema_di_Crocco
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