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OBJECTIFS
4

Presenter les types de visualisation des ecoulements
 Regarder la notion de dérivée matérielle
 Rappeler les concepts de divergence et de rotationnel

« Expliquer le cisaillement visqueux et les égquations de Navier-
Stokes

\s Présenter la formule de Bernoulli J




Introduction y —

Lorsque les fluides sont en mouvement, en plus des forces de
pression et de pesanteur, nous devons prendre en compte
I'inertie et le cisaillement. Nous porterons alors une attention
detaillee a ces termes dans I'éguation de Newton:

dmuw)| . R .

d gravité + Fpression + Fcisaillement
syst




Introduction !

Avant de considerer les forces de cisaillement engendrées par
le frottement visqueux (qui entrainent des pertes d’énergie)
nous regarderons la description du mouvement

C’est I'objet de la cinématique qui s’intéresse aux ecoulements,
iIndependamment des causes qui les provoquent, c’est-a-dire les
forces

Le résultat pratigue se resume en quelques équations. Cependant
le chemin est “encombre” d’éléments mathématiques



Introduction

Ouff, les maths...




Accélération y M

Pour obtenir la force d’inertie, on a besoin de calculer le vecteur
accélération a(x,t) a la position x= (X, y, z) au temps t.
L’accélération a peut se déduire en dérivant la vitesse locale u
du fluide.

- N ) : - N
& & @ ©®
Alors, pour évaluer l'accélération, on doit d'abord decrire
I’écoulement



Accélération

4.1 'accélération

Pour ce faire on note deux approches .

e La description lagrangienne
« La description eulérienne.

La premiere est intuitive et est en accord avec la 2ieme loi de
Newton, mais requiert se déplacer avec I'écoulement



Les deux descriptions

La description lagrangienne peut étre imaginée comme Si nous
étions dans le peloton d’'une course de cyclisme

La représentation eulérienne, d’autre part, comme Si nous
étions un spectateur a un endroit fixe et qui voit passer les
differents coureurs.
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Description euléerienne

L’écoulement est établi a un instant t par 'ensemble de vitesses
associées a chaque point du fluide (les cyclistes). L'écoulement
est ainsi décrit au moyen d’'un champ des vitesses v (7, t)

y1 D1(ty) By (t) — uu Tube
'”2 (t1) d

Leonhard Euler
(1707-1783)

=y
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Description lagrangienn@

La description de I'ecoulement est faite suivant le mouvement
dune (ou d'un ensemble) de particules au sein du fluide.

L'écoulement est décrit par la position I_f(t) et la vitesse V(t) de
chaque particule de fluide

@%/
M _@f@ / P(ts)

’ P(t
P P(tz) ( 3)
(t1) J.-Louis Lagrange
(1736-1813)
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Chapitre 4 — Lois de cong y

1 11 Lignes de courant, Ilgnes d’emission et trajectowes




Visualisation d’écoulemefits E

La visualisation de «lallure» d'un I'écoulement: direction
privilégiée, structure, etc., facilite I'analyse et la conception
d’applications technologiques tels que, par exemple, les pales
de turbomachines, les profils d’'aile d’avion ou les véhicules de
transport

En dynamique des fluides, on dispose de certains indicateurs
ayant de formulations mathématiques associes a la visualisation
des ecoulements. Les plus réepandus sont les lignes de courant
(streamlines), les trajectoires (pathlines) et les lignes
d’emission (streaklines)
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Trajectoire (pathline) 3

Trajectoire: Le lieu geomeétrique des positions successives
occupés par une particule. On peut l'interpréter comme une photo

avec l'obturateur ouvert lorsqu’on injecte un colorant dans un
écoulement

z
Ecoulement autour d’une libellule
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Trajectoires(pahtlines) .




Trajectoire autour d'une
chauve-souris

(1 Tube

Exemples de trajectoires
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Balle de soccer
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Trajectoire (pathline)
Youl 1)

Trajectoires autour d’automobiles
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Lignes d'émission(streal

Les lignes d’emission sont des courbes issues de particules
Injectées a un endroit fixe dans I'espace.

A un temps donné t, on trace une ligne qui relie I'ensemble des
particules correspondant a ce temps t

22



Lignes d’émission(strealiiie) -

Lieu géometrique instantané des particules injectées a un endroit
fixe

Les particules font
le méme parcours

Injection avec un délai de
1 entre chaque particule

|
>

Position a t= 3
Position & t=2+1 FESIIEN &5 0
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Lignes d’émission(streal

A un temps donné t, on trace une ligne qui relie I'ensemble de
particules correspondant a ce temps t

Les particules ne suivent
pas le méme parcours

®
ttl = %t e Trajectoire de la particule
, = At
R émise at
t, = 2At o emise a t,= t;+At 1

émise a t;=t,+2At

Position & t, +At Position & t, +2At Positiona t; + 3At

Point d’injection

Lignes d’émission
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I Li

Le panache de fumées sortant d’'une cheminée illustre
en pratique l'idée de lignes d’émission

25



Ligne de courant (streay

£ 1.11 lignes de courant..

Ligne de courant: La courbe tangente aux vecteurs vitesse de
I'écoulement a un temps t fixe. On peut l'interpréter comme une
photo instantanée de I'écoulement.

V,(ty)

U3 (t

Ligne de couranta t = t4

U, (t2) Ba(ty)

Ligne de couranta t = t,
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Champs de vitesses autour d’
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Lighe de courant
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Ligne de courant







Trajectoires et lighes de ollirahit 1

Trajectoire

Ligne de courant

Trajectoire ————»

Ligne de courant 7
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Remarque I

4.1 'accélération

La notion de ligne de courant, la courbe tangente en chaque
point au champ des vitesses, est étroitement liee a la
formulation eulérienne

y A vi(tZ) v2 (tz)
s
V2 (t1)
e '
VA

h 4
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Remarque II

La notion de trajectoire, 'ensemble de positions successives
d’'une particule de fluide au cours du temps, est directement liée
a la formulation lagrangienne

OO
/P(t4) a a
— -
o P(t3)
P(ty) P(ty)
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Remarque IIX

1.11 lignes de courant..

Bien que les notions de ligne de courant, ligne d’émission et de
trajectoire sont differentes, ces courbes coincident a [I'éetat
stationnaire!

i i jon!
Trajectoire Attenth

Ligne de courant 2 \

26
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Eulérien/lagrangien 4

Dans laloi de Newton:

-

z F=Frawt Fpress + Fpisc = ma

I’accélération a correspond a la variation temporelle de la vitesse
telle que vecue par une particule de fluide en mouvement.
C’est-a-dire, a celle decrite par une formulation lagrangienne.
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Mesure lagrangienne

Cette approche est
laborieuse

45



Dérivéee mateérielle

Par contre, la représentation eulérienne est plus pratique pour
déecrire les fluides a des endroits fixes (expérimentalement et

mathématiquement )
On utilise alors cette derniere pour exprimer I'accélération a en
fonction du champ (eulérien) des vitesses.

46



Mesure eulerienne

Il est plus facile de mesurer
a plusieurs endroits fixes

a7



Des vecteurs vitesses en
ces points conduisent a la
notion de champ
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Dérivéee mateérielle

Pour établir une relation mathématique entre les points de vue
eulerien et lagrangien, pour lequel la loi de Newton s’applique,
on a introduit la notion de dérivée totale, derivée matérielle,
dérivée substantielle ou encore dérivee particulaire.

\ W

\J\ N\
.'. ﬁ'

A
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Nomenclature y M

D symbole employé pour noter la deérivée totale,
Dt materielle, substantielle ou particulaire. Il indique la
variation dans le temps d’une quantité ressentie par un

operateur “a cheval” d’'une particule de fluide.

0 nomenclature pour indiquer la variation temporelle de la
ot méme quantité a un point fixe dans I'espace.

50



La montagne russe m

=2 N\ h=nh(s, x,y)
X = X(S)
N

PNy y = Yy(s)
h = h(S1 X(S)’ Y(S))

XDPPPDPIDDDIDPDDDIIR
X‘XK‘KK‘KENKK"A %0&%"‘“& Nous rappelons la regle
Emg’gmggy"gz‘;{vbo"”‘b‘z{y de la dérivée en chaine
DEPODDDDDDDDDPDII
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Fonction f quelconque

4.1 'accélération

¢ N1=N(s.x(s), y(s))
dh oh 8h dx oh dy

ds  0s  oxds oy ds toeaitaee
h t

2S5 d—D

. 8fgl/ afcy§ _of  of o
dt ot ax/dt oy /dt = ot o Yo oy

u et v composantes cartésiennes de la vitesse en deux dimensions
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4.1: accél

" lagrangienne —T T— eulerienne
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Scalaire f dans |'espaceg

Dérivée matérielle

4.1 'accélération

Variation temporelle de f Variation temporelle de f Variation de f causeée par le mouvement
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La dérivée substantielle, ou matérielle, Df /Dt indique la variation
d'une quantite scalaire f (masse, température, etc.) comme
percue par un observateur qui se deplace avec I’écoulement

A un endroit fixe, cette variation peut étre décomposé en deux

types de changements

e df/0t : variation temporelle de f en ce point

TR Vf : variation de f lorsque I'observateur se déplace avec
I’écoulement d’un point a I'autre du domaine

(D/Dt + 0/0t, et en régime permanent d/dt = 0, mais D/Dt # 0 ) -




Exemple humérique

4.1 'accélération

-]
C:
T =16deg
O
80 100
Temperature recorded l]‘_l,l" prDDE mnving at u= O.Zm/s
30 - - - ;'r-! _
— = 0deg/s
= O Tiprobe) at 8/
=d oT
o 20 - 1 97 _
% = Ix 0.2deg/m
B
Em- 17 u=0.2m/s
= A,
\DT _ d
DG ] 1 1 ] E =0.04 eg/s
] 100 200 300 400 AL

Time (s]
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Exemple numérique

4.1 'accélération
9, 0

C
alll 100 H
Df _of  _
oo Y
Temperature recorded by probe moving i u=0.2m/s 4 -
30 - - - T — a_ =0.02 deg/s
= | O Tiprobe) | g
s 20| {024
£ C Pk eg/m
T
ué—m-a 4 u=0.2m/s
2 A DT
ik ; , , , Dt = 0.06 deg/s
1] 100 200 300 400

Ti
irne (5] .



Exemple numérique

L
S

4.1 I'accélération

La température
augmente 0.02 deg/s

=TLatempérature
augmente 0.06 deg
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4.1 'accélération

)’ tllustre La dérivée matérielle
lorsque je déverse et que je navigue
dans Le flewve

1so-concentration
du contaminant f

ij ectolre

Flewve
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Le vecteur accélération Q

La dérivee particulaire peut aussi étre utilisee pour définir le
vecteur accélération a d’'une particule fluide

Elle exprime l'accélération comme percue par un observateur qui
se deplacerait avec I'écoulement, mais calculée au moyen d’'un
champ de vitesses a des endroits fixes. Mathématiquement
parlant :

La dérivee substantielle emploie la formulation eulérienne pour
calculer l'accélération, lagrangienne, requise dans la loi de

Newton F = md

60



Le vecteur accélérationd .

DU aﬁ’+_, -
- u. u
Dt ot ( )

Accélération convective
| causée par le transport

B
»

Accélération lagrangienne .
ilisée d - - Ce terme est inexistant
utilisee dans F = ma en mécanique de solides

Accélération locale due a la variation +—
de la vitesse dans le temps a un endroit fixe

SVP, je ne veux pas N
\ % d'autres formules 7

Je clique pouren savoir plus .
sur la dérivée matérielle -
|
y
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L'accélération en mots,.4 m

Le terme (du/adt), appelé accélération locale, provient de la
comparaison des vitesses de particules successives en un point
fixe. Cette accélération a lieu lorsque I'écoulement est transitoire

Le second terme((u - V)u), appelé accélération convective, est
associé au gradient spatial de la vitesse

L'accélération convective résulte lorsque I'écoulement n’est pas
uniforme, c’est a dire, si la vitesse varie le long d'une ligne de
courant.

., Du az—i+_)v_)
a=—=—+u-Vu
Dt 0Ot ( )
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L'accélération: une anipiaiion™

4.1 'accélération

L]

a, >

- 2

—»
e
—
—
—
—
—

Le fluide est incompressible et I'écoulement |
est stationnaire (permanent). Cependant,

, G122 . Du, , . .
l'accéleration = n’est pas nulle puisque
' la vitesse 1 augmente dans le convergent
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Exemple

On a un champ de vitesse d'un ecoulement dont les
composantes sont: u = 4x3i, v = —10x%yj, w = 2tk

On doit trouver la vitesse u et par la suite les composantes a,, ay,
a,, du vecteur d’acceleration au point (2,1,1)

u= 4x* = 4x2° = 32
v=-10x2y =-10x 2% x1=—40 —7 u = 32i—40j + 2k

W= 2t = 2)(1 = 2
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L - L, 0u
L’acceléeration est donnee par a3 . + @ V)i

dont les composantes dans le repere cartésien s’écrivent

du. du du au [

a =—"—+U_—+V—+W— 7] =
ot x  dy oz U=1y
_ov oN oV oV

a —4+Uu +V + W

Yoot ox oy oz 3 3 5

ow  ow  ow . ow W V)=u—+v—+tw—

a = +V—+W— 0% $ 007 & 20z
at 8x oy o/4
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Exemple

trouver:

et pour le point (2,1,1) —

M_g| Moppe | Mg | M
ot OX oy Oz
g=0 g=—20xy Q=—1Ox2 @=O
ot OX 0z
w_, | aw_ | aw_, |aw_,
ot OX oy 0z
0u_48 av_ v
ox ax @

ation de la masse

A partir des composantes u = 4x3i,v = —10x%yj, w = 2tk, on peut
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Exemple

: 61—48@__40@__40@_2 U= 32
Finalement ox ox oy ot V= 40
}4 Qﬁ W= 2
a =32 x 48 = 1536
/6t 6x 0z

a :@/+uav+vav+vv/ﬁ
Pt ax oy o
a _ow /+v;\;v/+w/%\zﬁ

ow,
: 6t+u?4

= 32 x (—40) + (—40) x (—40) = 320

=2 a = 1536i + 320j + 2k
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Le champ de vitesses M

Pour obtenir I'accélération, utilisée dans I'équation de Newton

(F = ma), nous employons une description eulérienne du champ
de vitesses u et nous appliquons la transformation offerte par la
dérivée substantielle pour calculer @, notamment:

Q_Du au+ .
“TDt ot (- V)u

Avant de nous consacrer aux forces, nous regarderons deux
proprietés importantes d’'un champ de vitesses : la divergence
et le rotationnel.
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stionnel

Surface Pour présenter ses deux
éléments, divergence et
rotationnel, nous considéerons
un vecteur vitesse par rapport a
une surface élémentaire qui
limite un volume V

La divergence et le rof

Vitesse

70



Divergence I _
La divergence peut étre associe
Surface a la composante normale de la

vitesse.

Celle-ci sera imaginée attachée
aux faces du volume élémentaire

De cette maniere, la composante
normale pourra causer une
variation du volume

Composante
normale

-
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Divergence II

Pour les cas 1D illustré sur la figure, nous constatons que la
variation du volume est positive (dilatation) et que cette
guantité depends de la variation de la vitesse, soit de du/dx

u+du/dx

u
1 = - ) " 77 |

v
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Duv ergence III ' 3

Dans le repere cartésien, avec des composantes de la vitesse
u, v,w selon les directions x,y, z, respectivement, la variation du

volume est fonction de
ou Jdv Jdw

o . o

Cette expression est decrite comme la divergence d’'un champ de
vitesses U a l'aide de I'opérateur V. Notamment comme:

au+av+aw
dx dy 0z

V-u-=

73



Divergence IV 4 g

Pour compléter, notons que la divergence a une interpretation
physique bien précise

la divergence de la vitesse V - u, représente le taux de dilatation
d’'un volume de fluide (6V) en mouvement par unité de volume

Mathematiguement, “apres quelques étapes”, on peut écrire:
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Remargue | 3

Il ne faut pas confondre dilatation avec déformation. La figure
représente un écoulement dans un passage convergent ou la
vitesse augmente de gauche a droite. Les éléments carrés se
deforment, mais leur volume demeure constant (dilatation nulle)
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Divergence et ﬁm@mpr@@@ﬁbﬁﬂﬁtl

Un fluide est dit incompressible lorsque son volume, ou bien sa
masse volumique, demeure constant sous l'action d'un
changement de pression. En mécanique des fluides, on considere
souvent gue les liquides sont incompressibles

Lors d'un écoulement incompressible, le fluide peut se
déformer, mais sans changement de volume

La divergence de I’écoulement est alors nulle (V- u = 0):

du Jdv Jw

Vou=oxtay oz
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Conservation de la magse E

Les concepts de divergence et de dérivee materielle seront
utilisés dans la suite pour retrouver I'equation fondamentale pour

la conservation de |la masse

Soit dm = péV la mase d’'un volume elémentaire ferme 8V d’'un
fluide en mouvement

Puisque la masse dans un systeme fermé ne change pas, alors

Dc?m_O
Dt

77



(Remarque: Les régles de dérivation de la dérivée matérielle sont analogues a celles pour la dérivée erdinaire)
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o — .—> < —1 _+
5V Dt V-u AY Dt P

1 D&V 4 Dp [1 D6V

permet de trouver I’équation de continuite

Dp dp _, >
iR T .9 -



Un champ de vitesse est donne par :
u=xy, v=y’z, et w=—(2xyz+yz%)
Indiquez si ce champ deécrit un écoulement incompressible

_ du N v . ow 07 du - dv 2y2 ow , ,
U = = ! _— = - — — = — XYV — yA
ax ' 8y oz ox 0y P Y=y
du dv oJw SYms Xy z
+ + = 2 42 — 2 — 2 =0 divergence([y*x"2, z*y"2, -(2*x*y*z+y*z"2)], [X, Y, Z])
dx ay 0z 4 yz 4 yz ans=0

Oui! Le champ de vitesse donné représente le cas d'un

écoulement incompressible -



Exemple

On connait les composantes d’'un champ de vitesse:

v=2Yy°, et w=2xyz
On doit trouver une expression pour la composante manquante u
de sorte que I'écoulement soit incompressible

ou GV oW ~0 @:4)/, @ZZX)/
OX 8y oz oy 0z

ou

a—+4y+ 2xy =0  wd du =—(4y +2xy)dx
X

u=—(4xy+xy)+ f(y,2)
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Un champ de vitesse est donné par :

u=a(x*-y?), v, et w=b
ou a et b sont des constantes. Quelle doit étre la forme de la
composante de vitesse v pour que le champ soit incompressible ?

D’apres cette illustration, y a-t-il conservation du volume au cours
du mouvement ?

09+

0L
V-u=0
=[] o5
04
03t
02t

o01r

04 05 06 07 08 08 1 1 12 13 b s o8 o7 9z o8 1 11 1z 13
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La composante tangefitieli

Surface

]

Composante
tangentielle

On examine maintenant une
guantité liee a l'effet engendré
par la composante tangentielle
de la vitesse. Celle-ci sera
Imaginee attachée aux faces du
volume elémentaire
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Le rotationnel I

Pour simplifier 'analyse, nous regarderons le cas bidimensionnel
illustré sur les figures ci-dessous.
Lorsque les vitesses sur les faces inférieures et supérieures sont

égales (a gauche), aucun effet n’est noté. Par contre, la différence
de vitesses (a droite) fera tourner le carre dans le sens horaire

= =

= =
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Le vecteur rotationnel 4

4.8 Vorticité et...

~ Le taux de variation du vecteur vitesse dans la direction

normale a celui-ci (a gauche) se mesure par le rotationnel.
Il s’agit d’'un vecteur perpendiculaire au champ de vitesses

. (adroite)

Direction
normale

Vecteur rotationnel
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Formule du rotation

4.8 Vorticité et...

En deux dimensions, le rotationnel de la vitesse u = ui + vj
ayant des composantes cartesiennes de la vitesse u et v est

defini par
v %3 dv auk
w= dx 0dy
avec
a, ad, 0.
V=—i+—j+—k
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[—1

lonihne

=

b l-.-
L

roca

On ] i

Champ du rotationnel

Champ de vitesses
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R@m@mu@ I

® 0

Dans un champ dont le rotationnel est nul (a gauche), le transport
d’'une parcelle de fluide se fait sans rotation (sur elle méme) et a
volume variable. Dans un champ a divergence nulle(a droite), la
parcelle peut effectuer des rotations, mais son volume reste

[ T L L BRI R ) + > >
constant H“” Hl” D T
TTT” \&xll fffﬂ/ﬂ//mwﬂ}.\k\\;.*;
14 Vi y NP1 AAA A BEESETI | | |
t o PAP P PR A A A VL
v n Il%%g%fffff ,,,,, E%ll
°- ® | IEEEERRE T A4 )
5‘[ E HTTTTQ\\ '\xv-C lv
N e S S A IRRRE W & X \Hl
VOO Ts s e e A A A A A4 Ttﬁ\'\\\\\ J‘Ll'
P00 A AR A AR NS S
R N st AR A AR R RS '
HH e SELEERIN! s
T O T T P O A O ] « <
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Remarque II

4.8 Vorticité et...

Un champ vectoriel (fig. a gauche) peut se représenter comme la
combinaison d’un champ a divergence nulle (fig. au centre) et un
champ dont le rotationnel et nul (fig. a droite)

-------------

Partie solénoidale Partie irrotationnelle
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Interét pratiqgue du u*@t@ﬁiﬁ@ﬁﬂé_

L’ intérét porté sur le rotationnel réside dans le fait:

Des couches adjacentes dun fluide ayant des vitesses
differentes, conduisent a une force de cisaillement. Le
rotationnel est une mesure du gradient de vitesse entre ces

couches

Avec ces deux éléments, divergence et rotationnel, nous
retournons aux équations qui gouvernent le mouvement d'un

fluide.
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Un vidéo vaut 10° mots



N

f4.3 Equation différentielle de la quantité de mouvement




Le forces y m

L'équation de conservation de la quantité de mouvement
correspond a la seconde loi de Newton

. o d
z F = ) = mad
dt

Nous avons déja trouvé une facon pour exprimer l'accélération
d’une particule de fluide:

%_Du 0u+ .
“T Dt ot (- V)u
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Le forces y m

Il faut maintenant s’intéresser a l'autre membre de I'équation, soit
aux forces présentes dans I'expression

Z:ﬁ:m&

Parmi celles-ci on distingue le poids, qui represente la force
volumique la plus courante, et la pression et le cisaillement qui
sont des forces de surface
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Le forces E
z F = z ﬁvol + z ﬁsurf

La force gravitationnelle —I La pression Le cisaillement

(cas le plus courant) .

® W=pj @ [L=-Tp @ F

La pression donne lieu a une force de surface normale F,,, tandis

gue le cisaillement produit une force de surface tangentielle F;.
Jusqu’a présent la force tangentielle a été ignorée. Elle sera prise

en compte dans la suite.

Remarque: Les expressions pour les forces sont par unité de volume
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Importance - TR

La force tangentielle F;due au frottement visqueux est
particulierement importante a linterface entre un fluide en
mouvement et les parois solides.

Cette force (dite trainee de frottement), a un impact direct sur
I’énergie requise pour déplacer un corps dans un fluide.

=

Trainée ot ¢ am um |»
‘—’
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Cisaillement

Zones de fort cisaillement (rouge)
visqueux sur le corps d’un skieur
pendant une descente

L'athlete cherche la position qui
minimise le cisaillement
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La viscositeé y m

Le cisaillement visqueux est fonction de la viscosite du fluide

D’un point de vue mécanique, la viscosité peut étre interprétee
comme la résistance d’un fluide a I'ecoulement.

On note qu’un fluide visqueux en mouvement adhere aux
parois des solides avec lesquels il est en contact, c’est ce que
I'on appelle la condition de non-glissement
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Vitesse nulle
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La force et la viscosite

. .
s 2 U La force de cisaillement se

a ' z— manifeste lorsque des couches
u, : :

adjacentes d’'un fluide sont en
mouvement relatif (la vitesse

v oD Profideiiesses de chaque couche est
R différente)
u+du dy

Le taux de cisaillement, ou
gradient de vitesse, de ce
mouvement relatif est du/dy

Paroi
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La contrainte et la viscoéiige E

Pour plusieurs fluides rencontrés dans les applications en génie
mecanique (eau, I'huile, air, etc.), la contrainte de cisaillement
T est proportionnelle au taux de cisaillent, soit T =x dU/dy

Plus spécifiquement, le coefficient de proportionnalité correspond
a la viscosité dynamique u (kg/ms ou Pa s)*

Ces observations sont formellement exprimées dans la loi de
Newton:

*On définit également la viscosité cinématique par v = u/p, (m?/s).
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La loi de Newton m

*La contrainte de cisaillement t produite dans un écoulement avec
un taux de cisaillent du/dy donné, est directement proportionnelle
a la viscosité dynamique du fluide u

U = usup —l

du y=h W//é//////é/////////%

y
> L

"

u,=0

T=ﬂd—y

*Ces fluides sont appelés Newtoniens
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Le tenseur des @@n‘ttraﬁmés

1de la qté. de mvt.

Pour un écoulement 3D quelconque, les forces surfaciqgues
peuvent étre renfermées dans un tenseur des contraintes T
(d’ordre 2) avec neuf composantes scalaires

T Tyy

y T

Ty I & ( \
. Tyx z-yx Tox
Ty

Txy ~
EI - T = Txy Tyy sz
XX
T
zz il . \TXZ Tyz Ty J
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Bilan des forces visqueuges

4.3 Conservation de la qté. de mvt.

On regardera maintenant seulement

TYY
YT I T la force dans la direction x
& yX
yz -
. txy
szI Im
IZZ
TZX b/

X
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Bilan des forces visque]

Qté. de mouvement.

Y

7, dxdy (Z‘XX +
h

0
(ryx + T dy) dxdz
oy

Sur un volume élémentaire, la
force totale (par unité de volume!)
agissant dans la direction x est :

07 dxjdydz
OoX

ot 07T, . or

X * ox 8y oz

Il faut maintenant une expression pour
chacune des composantes de 7 !
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Bilan des forces visqueuSes -.-

0Ty, 0Ty, a7,y
ox ady 0z
B

Pour un fluide Newtonien en écoulement incompressible, la

genéralisation* de T = udu/dy, est

Ce tenseur est symétrique !

.»T,_,,J_.. X ou ou ov
}q > i x _+8_
J—' P (iz- T T i\ [______)(___________a_)_/ _____ )_( _____
7 L XX yX ZX 1
e B [T Y
T % Ty Ty | My oy
SERNT ALY (a_uﬂ) v ow
| \dz  OX oz oy
En notati te 7 ou,
n notation compacte 7; = {#| —+—
! s i = ox; OX

*Travaux de G. Stokes '™ °, |

______________________________________________
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S
£

Bilan des forces visqueuges - -== .2 .=

ox ady 0z

B

On peut alors trouver (la condition V7 - 4 = 0 a aussi été utilisée):

0%u  0%u oJu? , A
o= i\Gaat gyt o) TR 1)

également A1 %

E, = uV?v, E, =uV?w L @=ul+ v+ wk)

et de facon compacte, la force tangentielle par unité de volume
produite par les effets visqueux peut s’écrire F‘} = uVu
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Bilan de quantitée de mQW@mW_

Nous pouvons maintenant revenir sur la 2¢M |oi de Newton
appliquée sur un volume élementaire 6V de masse ém = pdV

z ﬁ B z ﬁml T z ﬁsurf - F:qrav + FPT'eSS + Fyisc = dma

/Fgrav = pgov =
Fress = —Vp 8V [d=au/ot+(i-V)i |
\Fvisc — ﬂvzﬁ(ﬂ/

/
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Bilan de quantité de modV

Ce qui conduit a:
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Les équations de NavieydSiolk

L'équation de la quantitt de mouvement et celle de la
conservation de la masse représentent les eéquations de
NAVIER-STOKES (N-S)

Pour un fluide newtonien en écoulement incompressible elles
s’ecrivent

—>

—+(u V)u_—@_F +VV2
dt 0 g

' o e .
. [ 8
85 0
Yoy
Sugii

Henri Navier Gabriel Stokes 110
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https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes

RESUME DES LECONS

pONNEES
A L'ECOLE DES PONTS ET CHAUSSEES,

fUR

L’APPLICATION DE LA MECANIQUE

A LETABLISSEMENT DES CONSTRUCTIONS
ET DES MACHINES.

DEUXIEME PARTIE,

LECONS SUR LE MOUVEMENT ET LA RESISTANCE DES FLUIDES,
LA CONDUITE ET LA DISTRIBDTION DES EAUX.

TROISIEME PARTIE,

LECONS SUR L'ETABLISSEMENT DES MACHINES.

PAR NAVIER,

wEwaan uE & TRTITET [scaniuie sus orisioR 8'AnsLTsE BT o5 whcamans & LR0eE

CHEZ CARILIAN-GOEURY,
LINRAIRE DES CORPS ROYAUX DES PONTS ET CHAUSSKES ET DES MINES,
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1838.

XXIL.  On the Theories of the Internal Friction of Fluids in Motion, and of the
Equilibrium and Motion of Elastic Solids, By G. G. Stoxes, M.A., Fel-
{ow of Pembroke College.

[Read April 14, 1845.]

Tue equations of Fluid Motion commonly employed depend upon the fundamental hypothesis
that the mutusl action of two adjacent clements of the fluid is normal to the surface which
separates them.  From this assumption the equality of pressure in all directions is easily deduced,
and then the equations of motion are formed according to I)'Alembert’s principle. This appears
to me the most natural light in which to view the subject; for the two principles of the absence
of tangential action, and of the equality of pressure in all dircetions ought not to be assumed
s independent hypotheses, as is sometimes done, inasmuch as the latter is a necessary consequence
of the former®. The equations of motion so formed are very complicated, but yet they admit

of solution in some instances, especially in the case of small vscillations. The results of the theory

agres on the whole with observation, so far as the time of oscillation is concerned. But there
is a whole class of motions of which the common theory takes no cognizance whatever, namely, those
which depend on the tangential action ealled into play by the sliding of one portion of a fluid along
another, or of a fluid along the surface of a solid, or of a different fluid, that action in fact which
perfarms the same part with fuids that friction does with solids.

Thus, when a ball pendulum oscillates in an indefinitely extended fluid, the common theory

gives the are of oscillation constant, Observation however shows that it diminishes very rapidly

in the case of a liquid, and diminishes, but less rapidly, in the case of an elastic Aluid. It has
indeed been attempted to explain this diminution by supposing a friction to act on the ball,
and this hypothesis may be approximately true, but the imperfection of the theory is shown
from the circumstance that no account is taken of the equal and opposite friction of the ball on
the fuid.

Again, suppose that water is flowing down a straight aqueduct of uniform elope, what will be
the discharge corresponding to a given slope, and a given form of the bed? OFf what magnitude
must an aqueduct be, in order to supply a given place with a given quantity of water? Of what
form must it be, in order to ensure a given supply of water with the least expense of materials
in the construction? These, and similar questions are wholly out of the reach of the common
theory of Fluid Motion, since they entirely depend on the laws of the transmission of that
tangential action which in it is wholly negleeted. In fact, according to the ecommon theory
the water ought to flow on with uniformly accelerated velocity: for even the suppesition of
a certain friction against the bed would be of no avail, for such friction could not be transmitted
through the mass, The practical importance of such questions as those above mentioned has
made them the object of numerous experiments, from which empirieal formule have been con-
structed.  But such formule, although fulfilling well enough the purposes for which they were

* This may be enaily shown by the consideration of a tetrahedron of the fuid, ax i Art. 4.



U\J@VU ar-Stokes en 2D Z—f+(ﬁ-vﬁ=§—v—p+vv2ﬁ\

Pour un écoulement 2D plan (w = 0), on a explicitement pour la
quantlte de mouvement pour les directions x ety :

s T T \ I"_’___\ cO T T T T T \
(0w ou  ou\ 1ap+ o’u_ 0%u }
\a “ox T oy :—:gx pox| Y\ %2 " 9y2 |
| || | l |
(v v v\l | 1op| | (9*v 0%\
\at " “ox ”ay ’l_:gyhpay: :V dx2 = QJy? :
\\ _________ // L_\___,} \\ ______ //

du/ot + (u-V)u g -Wlp v
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Les equations de Navie u*=§ito[km§!

Avec les équations de Navier-Stokes en 3D nous pouvons
resoudre des problemes d’ingénierie tels gu’illustrés sur les
figures. Cependant, la complexite des équations ne permet pas
de trouver des solutions analytiques que pour des cas simples
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4.10 Quelques solutions des equations de Navier-Stokes

»)

W’——u&‘




ou

Vv

M

" Navigy’
Slul(er§ )
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> U sup

y=h "] | Ecoulement 2D stationnaire pleinement développé*

y U etv les composantes cartésiennes de la vitesse
‘ y
s —y, : t Uu=ui+vj j
Y= f//////////;/////ﬁ//////////////////////ﬁ 3 [u] v :‘ Wy
a—) in = % } u > 11
a—:l+(ﬁ-V)ﬁ’=§—?p+vV2ﬁ !

* Pour ce cas, un écoulement pleinement développé implique que le profil de vitesse ne change pas dans la direction x 116



Ecoulement entre deuxlag

U

> sup

yent
] y
J/ .

y_O

—

5. T@ Vu=g p vVeu

Hypothéses

Conditions aux frontieres

Ecoulement permanent
90
ot

Ecoulement développé
ou ov

ax = ox

Ecoulement paralléle 2D
v=20

Gradient de pression

Jp B
Pl connu

0

u(x, 0) = Uinf
v(x,0)=0

u(x, h) = Ugyp
v(x,h) =0
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Ecoulement entre deuxPlaguies

> U

sup

y=h ___Z_ .

u(x,y) = u()’)

y

v(x,y) =

J Ji _ 3 9
X (u-|7)—u5+va—y Vp =

Ecoulement 2D stationnaire pleinement développex
uetv les composantes cartesiennes de la vitesse

y20/// /?// i

dp/ox

-

1 1 \

Y

op/dy

—

O @ VE=F- L vviE
o T @ V=g > vV

* Pour ce cas, un écoulement pleinement développé implique que le profil de vitesse ne change pas dans la direction x 118



Ecoulement entre deuxPlaguies

10 Qgs. solutions..

> Usup
y=h 7 Ecoulement 2D stationnaire pleinement développéx*

4 y uetv les composantes cartésiennes de la vitesse
u(x,y) = u(y)

= dp/d
v(x,y) = -/ ‘ . (ﬁ’-V)zu%+vaiy Vp=lp/x - [u]
v

) —», dp/0dy
y‘0f~f'*’////////////////////////////////////
¥ i ¢
¢ Yox _ _;@-ngﬂ/ x? /53’ I}
1o @ DE=g - v
0= p Oy (2] gt g v
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Ecoulement entre deu

. U,
yent e a_p 4 o
Y ay
‘77 Lx Q @Z%
- ox  dx
y—o o d
a u=u(y) W= R
5 ex. d d*u
: o O————p-l-l/ 5 Q —_p + M( .
N P OX oy > _dy2
S o

Equation a résoudre
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Ecoulement entre d@UX'[@a@]mﬂ k.

10 Qqgs. solutions..

> Usup
S dp d2u p
/A ——-tuUl\5Z ] = —— —valeur connue
y I dx dy dx
y=0 La solution générale de cette équation s’écrit '
&2 _:":
u) =2 2(X) s ay 4 b=0 ;__m )

Pour déterminer les constantes a et b, on utilisera les cond_itions aux
limites sur la vitesse axiale u sur les parois inférieure et supérieure

u(0) = Uijys u(h) = Usup
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0 Qgs. solutions..

Ecoulement entre deuxlaglies

U

> sup

yv-nZZ_771 Lasolution du probleme s’ecrit finalement
| Y

J
- L 1 dp Usyp — U

_ - %y . inf .
y“’ u) = ax?V h)+( " >J’+Umf

n

Cette solution permet de décrire deux écoulements classiques
souvent rencontrées en mécanique des fluides: I'écoulement de
Couette et I’écoulement de Poiseuille
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Ecoulement de Couette,

Cet eéecoulement est caractérisé par une paroi inférieure
immobile (u = U,y = 0) et une paroi supérieure se déplacanta  waurice Marie

. . Alfred Couette
une vitesse constante (u = Ug,,). La pression est constante (1858-1943)

partout (dp/dx = 0)
u = USUp

3 ﬁ 1
p, 1
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Ecoulement de Couetted

u:Usup_>

Diiiisinsiinimmiinminmmmmnms

y
(dp/dx = 0) ];X

D0sinmisinmnisinmsinivnmninmnvnmin

u=Uinf=O

Usu
u(y) = ( ; p) y

Ce profil de vitesses est linéaire

4.10 Qqgs. solutions..

u(y) ——y/(y h)+( WP _ mf) + Uy
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Cet écoulement entre deux plagues est caractérisé par des
parois immobiles (u = U,y = Ug, =0) et un gradient de

pression axial constant et non nul (dp/dx + 0)

u=U,,=0
ﬂk
P H
h (dp/dx # 0)
|
o

><V

Jean Léonard Marie
Poiseuille

(1797-1869)

—EVL
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&

Ec

oulement de Poiseuilié

4.10 Qqgs. solutions..

y=nh

u=U_, =0

sup

7//////////////////////////////////////

(dp/dx + 0) ‘

y=0

/////////////

u(y) —i—y(y )+

(/ /)H%

B 1 dp ( B
u(y)—Zdeyy

Ce profil de vitesses est parabolique

Profil expérimental de
vitesse

V(111 Tube Pas de vidéo!
raliaY -

126


https://www.youtube.com/watch?v=P05yYbnApFc
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Quantités utiles: Q et t

Couette Poiseuille
—7r w=U,=0
yoht ';_L'_}-;ﬂ — y o T — |
L. L.
¥ 'r'il Z _ ey ¥ “I AR |
u=U_,=0 u=U,=0
e Vitesse e \itesse
_ (Usup dp _ 1dp dp
u()f)—( A >y, 5~ u(y) = ——y(y h), 70
o Débit e Débit
h & dp h3
u(y)d = e .
Q= J dy = sup 0 ](.J u(y) y dx 12
* Cisaillementay =0 * Cisaillementay =0
S Udu _‘uUsup du dph
w= "= = Gy = == = — ——
ayl,_, h Yo Tdyl,,  dx2
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Chapitre 4 — Lois de conse
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4.8 Vorticité et irrotationnalité




De Navier-Stokes a Beruouil E

Les équations de Navier Stokes (NS) ne peuvent pas étre
resolues analytiguement que pour des cas acadéemiques

Pour des résultats rapides, I'ingénieur utilise une formule simple
qui peut étre expliquee comme un modele dérivé des equations
de NS

Le concept fut formule par Daniel Bernoulli (dont sa forme
mathematique est attribuee a Léonard Euler) bien avant le
developpement des equations de NS, mais aujourd’hui on peut
I'obtenir formellement a partir de celles-ci
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De Navier-Stokes a Ber) oulll ™

héoréeme de Bernoulli

L’équation de Bernoulli est de loin privilegiée par le génie
quotidien pour les calculs d’écoulements. Sans doute quelqu un
est en train de I'appliquer en ce moment! N

Pour retrouver I'équation de Bernoulli on fera
un long détour mathématique

P o B L
I-



https://www.youtube.com/watch?v=Cxc7ihZWq5o
https://www.youtube.com/watch?v=Cxc7ihZWq5o

U\JoLuum] de vorticité ' E

En mécanique de fluides, le rotationnel d'un champ de
vitesses est appelé vorticité et elle est notée par le symbole w

En deux dimensions, en fonction des composantes cartésiennes
de la vitesse u et v, la vorticité est alors décrite par

. . Jdv oJu\ .
a)=\7><u=( — )k

dx 0dy

 Siw = 0 ,I'écoulement est dit irrotationnel
 Siw # 0, I'écoulement est dit tourbillonnaire (rotationnel)
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La vorticite en 3D

En 3D, la vorticité est mathématiquement définie par:

_ﬁ . <0w' ov Jdu ow 0Jv au)
w=VXu=

dy 08z’ 9z 0dx’ Ox 0y

Dans cette expression, les symboles u,v,w correspondent aux
composantes de la vitesse dans les directions X,y et z.

Physiqguement, la vorticité w d’'un champ de vitesse u correspond a deux fois la vitesse
de rotation angulaire locale du fluide
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4.9 Ecoulement irrotationnel...

~~ ~n~

OO CRORS
- N -

/ \\ / \\
\
Y4 Y4
OO O
. —
— i,
Ecoulement irrotationnel Ecoulement rotationnel
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4.9 Ecoulement irrotationnel...

~ ~
° 00
Illlllll
W = w #0
Intéressant vidéo (10 min) '\
/ par Open University ;
y, o
AR S YoulL: _, |
~ O
(W)
Ecoulement irrotationnel Ecoulement rotationnel

(Les particules fluides ne tournent pas sur leur axe) (Les particules fluides tournent sur leur axe) 137
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Rotationnel/Irrotationpél
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(3
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(2

Ecoulement irrotationnel Ecoulement rotationnel



Rotationnel/Irrotationpél
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Ecoulement irrotationnel Ecoulement rotationnel



Vorticité et...

La figure illustre un ecoulement
laminaire (notion a venir) sur une
marche descendante. Apres la
marche, [|'écoulement dépourvu
d’une paroi pour le guider, entre en
contacte avec un région de fluide
au repos

Ce phénomene se manifeste par
une couche cisailléee (ligne rouge)
a forte vorticite
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Un classique illustrant la Voreicite

Vorticité et...

La couche cisaillée induit un
tourbillon dans le sens horaire, a
Vorticité + vorticité négative

O
C
(@]
>0
()
»
Q.
wn
Q
)
(¢»)

":1:::3:_;}_;7# — , <
E=————===--=---:°" °| Lecoulement se rattache par apres,

en méme temps qu’'une séparation
et une recirculation ont lieu sur la
partie supérieure

Une zone a vorticité positive
apparait alors prés de la paroi
supérieure

o ':H”
|

|
._T,":lj'l S
|

Tourbillon Point de rattachement
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Un classique illustrant la Vioreicite

orticité et...

Dans la zone centrale, I'’écoulement
est relativement uniforme et sans

__vorener tourbillon. La vorticité y est plus
i=——————— - faible que sur la paroi supérieure et
— =T _=C"= Zone central — =

=== ==—==--| ue sur la couche cisaillée

e - e m— g —

I ' =y = - — . —
= e e e A B s i —

Le tourbillon (zone de recirculation)
apres la marche se trouve dans une
region a faible vorticite
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4.8 Vorticité et...

Remargque

\ Vorticite et tourbillon ne sont pas des synonymes

La vorticité décrit la tendance de I'écoulement a tourbillonner

Vecteur vorticité
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Loin du profil 'écoulement
est uniforme —p @ =0
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Pourquoi étudier les écoulemeiits lifrotatie

Associé aux écoulements irrotationnels on trouve la notion de
potentiel de vitesse. Elle est intéressante a regarder car :

 lapproche mathéeématique conduit a des résultats rapides
(calcul d’'une seule variable ® au lieu de 3 en 3D)

 I'hypothese d’écoulement irrotationnel permet d’analyser la
géneération de portance par une aile
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Aspects mathématiques m

Si I'écoulement est irrotationnel,( @ = 0), il existe une fonction
scalaire ® appelée potentiel des vitesses. En pratique, ® réduit
le probleme au calcul d’un seule variable. Pourquoi?

Si U=V B

VXU=VXVd =0 ?

| Resultat du calcul vectoriel (rotat. du gradient =0)

Le champ des vitesses est irrotationnel
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Aspects mathématiques

4.8 Vorticité et...

Pour le cas incompressible V-4 = 0, et siu = V® on trouve:

V-1=0 V.V =VDd=0

Ainsi, 'équation de Laplace V?® =0, avec des conditions
appropriees aux frontieres, permet de déterminer le champ d’'un
écoulement (irrotationnel)
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Aspects mathématiques

4.8 Vorticité et...

Une fois @ connu, on trouve le champ de vitesse donné par
uU="Vd

Par exemple, en 2D

S L 0¢ d¢
u=Vvo = u—a, v—@
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Exemple
| nt irrotationnel...

u=a(x*—y’), v=-2axy, w=0 Champ vectoriel donné

el
% l OX -~ L (0v odu)\ .
u=Vo } %v o a)k=l7><u=(ax—ay)k
.oy
6_u:_2ay @z—Zay o w=Uxu=0
oy OX

Cet écoulement est irrotationnel,( @ = 0)!
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Intérét en aérodynamique : @

Le calcul du potentiel, ou champ irrotationnel de vitesses, peut
étre combiné avec les équations de NS pour obtenir I’équation
de Bernoulli (a venir). Celle-ci permettra de déterminer la

distribution de pression

Une fois la distribution de pression connue, il est possible
d’estimer la force de portance sur un corps profilé

ou e
3 + (- -Vu= g——
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Pression et portance

4.9 Ecoulement irrotationnel...

Profil aérodynamique

Distribution de pression Force de pression projetée
(Portance)
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Remargque E

Pour un écoulement non-visqueux, les forces tangentielles sont
nulles et seules la pression et la gravite agissent.

z F = Egrav + K press T ﬁcis

La force de pression F,,.ss €st normale aux surfaces et le force

de gravité F .4, est unidirectionnelle. Aucune d'entre elles ne
peut donc entrainer la rotation d’'une particule fluide.

On peut alors conclure que si un ecoulement est non-visqueux

Il est aussi irrotationnel (s’il ne I’était pas)!
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Analogie électrique et He@=§haw_

Une analogie entre les potentiel électrique et le potentiel en
mecanique des fluides permet de mieux saisir l'idée d'un

écoulement potentiel

On peut aussi visualiser un ecoulement potentiel lorsque un fluide
tres visqueux se deplace lentement entre deux plagues separés
par une faible distance

S
c ~
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R

Regions des

4.9 Ecoulement irrotationnel...

—_—> —> Potentiel —>
- I (Irrotationnel) —>
e 3 —

Y.V VY'Y

Euler(rotationnel)

Navier-Stokes

Potentiel
(Irrotationnel)

Potentiel
(Irrotationnel)
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Retour a I'equation

Nous pouvons FINALEMENT revenir sur [|’équation de
Bernoulli

Ssst &!@?%#!F

3 !r o4
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Le théoréme de Bernoull

<

héoréeme de Bernoulli

Pour la retrouver, on reprend les équations de Navier-Stokes (la
guantité de mouvement) et on considere le cas d'un ecoulement
stationnaire irrotationnel de fluide incompressible

o v
E+(ﬁ-l7)ﬁ=g*—?p+v\72ﬁ

Henri Navier Gabriel Stokes
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Navier
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sir_George_Stokes,_1st_Baronet

Simplifications

e Théoréme de Bernoulli

P
H@-VYu=—+g+vVa
ot | ____ _ L_ ﬁ - 1
Ecoulement - '
stationnaire g=-Vgz ‘

0 T N
(ﬁ) . V)ﬁ) =V (T) + (\7 X ﬁ) X 11 +1— Relation de L. Crocco

VU=V xWxu)-V{lV-u
S )—V(V-u) >




Transformation

me de Bernoulli

uU-u Vv
|7<T>+(|7xﬁ)xﬁ=—7p—|792+v[l7x(|7xﬁ)—l7(l7-ﬁ)]

En notant IV>=u - u (la norme de 1), et avec w = V X u on obtient:

2
7 (% +L+ 0) = @k (7 5 - 7 )

I T Incompressible

Ecoulement irrotationnel

Notez que la viscosité peut étre non nulle 70



3.05 Le Théoréeme de Bernoulli

Ecoulement irrotationngl

Pour un écoulement irrotationnel, w =Vxu =0 on a:

alors

7+ % + gz = cnste.

Formule de Bernoulli
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Pour l'ingénieur 4

L'expression de Bernoulli est percue comme la conservation de
I’énergie issue de la combinaison des énergies cinetique, de

pression et potentielle

Nous allons revenir
lors de la formulation
intégrale

V: p
— +—+ gz = cnste
2 p

Elle ne s’applique que si les conditions suivantes sont respg

ctées

1) Ecoulement stationnaire, incompressible

2) Ecoulement irrotationnel (cas non visqueux)
3) Pas d’échange de chaleur

4) Pas de travall
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| : : ne de Bernoulli

L'expression de Bernoulli peut étre aussi obtenue pour chaque
ligne de courant. Elle demeure valide, mais la constante change
d'une ligne a I'autre (Pouvons-nous identifier facilement un ligne
de courant pour appliquer la formule?)

m'e#x regarder Non merei!
o 5% =

Un vidéo (15 min) sur la vie et 'oeuvre de Daniel Bernoulli,

Daniel Bernoulli est disponible sur YouTube

(1700-1782)
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https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw
https://www.youtube.com/watch?v=5qdPL7a48Aw

Cas hydrostatique

3.05 Le Théoréeme de Bernoulli

L gz = cnste.

Ligne de charge

x Fermé
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Cas hydrodynamique

P
7+—+ gZ = CnS'[e.

3.05 Le Théoréeme de Bernoulli

Ligne de charge
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Cas hydrodynamique

Lorsgu’on ouvre la vanne et si I'on néglige toute sorte de pertes,
la ligne de charge, initialement donnée par (z+ p/y), restera
inchangée. Cependant, un ecoulement s’établira et une partie de
I'énergie de pression se transformera en énergie cinetique.

L'équation de Bernoulli modélise ce changement dans lequel on
combine hauteur physique z, hauteur de pression p/y et
hauteur de vitesse V%/2g
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Formes équivalentes ,

doreme de Bernoulli

Forme classique en génie civil

p Ve
|_. ” Zg —— 1+ Z = cnste Hauteur de charge

hauteur de pression L hauteur de vitesse cote verticale

Forme classique en génie mécanique

pV? .
r p+——+ Yz = cnste Pression totale

2

pression statique pression dynamique pression hydrostatique
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a ns u ne Cond u Ite y 3.05 Le Théoréme de Bernoulli

178



\“\._,

“Applications
classiques




Q =A1v1 = A1y

Se déplace ici

Ce volume

Déformation a volume=constante




Je clique sur l'image
our un Wiki sur
vangelista Torricelli
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli

Formule de E. Torricellid

Je clique sur l'image
our un Wiki sur
vangelista Torricelli

Bernoulli entre € et @

2 2
; py Vi _pY v
h 75/+2+gz1_z)2/+2+gz2

vi —vi =29(2; — z1)

Conservation du débit
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli

Je clique sur l'image
our un Wiki sur
vangelista Torricelli

Formule de E. Torricellig

Bernoulli entre € et @

4 2
2
Uzz - (A_1) 1722 = 29(2; — z1)

v, = ,/2gh (lorsque A, << Ay)
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli
https://fr.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli

—\ Giovanni Venturi
(1746-1822)

Je clique sur I'image
pour un Wiki sur
G.Battista Venturi

La pression est plus basse la ou la section est plus faible
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https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi
https://en.wikipedia.org/wiki/Giovanni_Battista_Venturi

Venturi: mesure de déhbi ’

h 1 | ,
I o ° Bernoulli sur la ligne ABC
pV?

p+T+yz= cnste
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Venturi: mesure de débif

Bernoulli sur la ligne ABC

pvi  pUi
2 2

vg —vi = 2h(p g/p)

Q = Apvy = Agvp

Aj — Ag
— Q= A2 A2 \/Zgh
A‘'B
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Venturi: voitures 40

| 'effet Venturi est utilisé dans les voitures de course

La vitesse augmente dans la region ou il y a un rétrécissement
entre la voiture et le sol, la pression chute et la voiture “adhere”
plus fortement au sol

Effet Venturi
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Pression d'arrét ou de sifighatioR

En présence d'un obstacle, les
lignes de courant contournent
I'objet, mais il y a au moins un
point  ou I'écoulement  est
completement arrété (v =0). Ce
point est appelé point de
stagnation ou point d’arrét

point d’arrét>/
9

Fa
-

i
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Pression d'arrét ou de sifighatioR

point d’arrét>/
9

Fa
-

i

On appligue maintenant I’équation
de Bernoulli entre les points @ et
@, avecz; = z,

2
PV1 P>
pP1t+ 5 =p2t 5

La pression au point @

2
PV1

— + —
P2 = P1 >
est appeléee pression totale ou

d’'arrét
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Pression d’arrét ou de sié

F

point d’arrét>/
_9;

Fa
-

i

La formule précédente indique
gu'une fois que p; et p, sont
connues, on peut donc determiner
la vitesse du fluide

En pratique, ceci est fait a l'aide de
la sonde de Pitot
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Pitot mesure de vitesse

5 Dee.

1725

1725

"

NOUVELLE METHODE -

Pour connoitre ér déterminer effort de touses forees de
Machines mués par un Courant , ou une chiste d'ean.

Oit l'on décuit de Ja loi des Mechatiques des Formules generales,
par le moyen defquelles on peu:ﬁim les Calculs de Feffer
de toutes ces Machines,

Par M P1ToO0T

l.LA force de toutes fortes de Machines, quelles que
foient leurs compofitions ou leurs roiiages, fe peut
réduire A celle du Levier fimple. Cela pofé, je dis que fans
avoir égard i leur mechanilme, je puis en faire un kxamen
general des plus parfaites méme qu'il foit poffible de faire,
ou de celles par le moyen defquelles, avee une puiflance mo-
trice donnde, on peut mouvoir toute forte de grands poids;
car il eft évident que plus le poids ou le fardeau fera grand,
aini en mifon réciprogque il-l]em mil avec moins de vitefle.

1L Quoi-que }es rottements foient une caufe de perte
ou de diminution de force dars toutes les Machines, nous
n'y aurons cependant nul égard ; par-ki en fera totijours trés
afliiré que fi on connoit quune Machine ne peut produire
feffet quion fe propolc fans y comprendre les frottements,
Qu'cllc(}'m*a totalement rejettable.

III. Nous pouvens confiderer aufli que la fuperficie des
aubes , vannes ou pallettes, 8. choquées par le courant ou
la chiite de I'cau, lui eft oppolée diretement ou perpendi-
cufairement , parce que dans l'examen d'une Machine en
particulicr, on pourra toljours réduire les chocs obliques
aux chocs di , car il eft démontré que les forces des

_.e‘:‘ A< Henri Pitot
p o = (1695-1771)

e I i ————]

S S S S it e e s e e e B e T e Y —r
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot
https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Pitot

Pitot mesure de vitessad

ouvert
ouvert

<—__ S Tube de Pitot

piezometre 0 N

H

vV VY

Profil uniforme

Au point @ la vitesse estv; = v
Au point @ (I'entrée du tube de Pitot) la vitesse est nulle
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Pitot mesure de vitessed

ouvert

piezometre

vV VY

Pour mesurer la pression statique au point €, on utilise une prise de pression
(piezometre). Sachant que p + yz = Ccte entre les points 1 et 3, on a:

p1 =ps tyh W% D1 =DPam tYh =% pi1=Yyh Manométrique (Py, =0)
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Pitot mesure de vitessad
ouvert ouvert’\/

o <& —— Tube de Pitot
piezometre A
H —h

H

<
=)

vV VY

Pour mesurer la vitesse, on utilise le tube de Pitot qui permet I'obtention de la
pression d’arrét au point @, soit:

2
PV1
D2 = D1 +T (A)
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Pitot mesure de vitessad
suvert ouvert/\/

< ——— Tube de Pitot

(4]
piezometre TR TN
H-h

H

D’autre part, la pression au point @ est: p, =yH s p2=p1 +ty(H —h)
(pl = 7/h) @

2
p=ptSt @ +0 w v =y2g(H —h)
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Sonde de Pitot-Prandtl

Cette sonde, a forme profilée, est munie de deux prises de
pression. Une sur le coté enregistre la pression statique, alors
gue l'autre, implantée au bord d'attaque, la pression totale

Prise de pression totale

2
pV1
Pr =P1 +€/

pression uniforme

Prise de pression statique p,

[
»

pvv:y

pman
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Sonde de Pitot-Prandt| 4

Ludwig Prandtl
(1875-1953)
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Prandtl

Sonde de Pitot-Prandtl g

CLEVELANL. ¢y
SN 10351 Hilo

Remarque: Pour un écaulement compressible ( Mach > 0.3), il faut utiliser une formulation élargie
du théoreme de Bernoulli. A suivre... 00




Application - Tl

Po o

. C Ar Q pl — pO + patm

air Pa o

essence he p2 — pl + 7/e he
-j M, P2 = Po + Parm + Vehe =

3
i <<1 VZ = Vl =~ (
(par rapportaVs)
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D2 = Po + Patm T Yehe

Application

Po = O

air

essence

eau

\
A

A
A

<<1

Pw
(3
/’ °
3 { QS — ?

|
U 4

Vz = Vl ~ 0
(par rapportaVs)

Py”?2 vV
p2+‘K/+VwZZ=P3+ ==+

V32 P2 — Patm
= h
2
V3 — pO + patm + 7/ehe‘_ patm + 7th
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Application
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Le tourbillon de Ranlifie

Le tourbillon de Rankine est un modele classique simple (‘!‘;‘gj@g‘;‘;‘e
constitué d’'un tube de rayon a de vorticité w constante et
d’'une enveloppe de vorticité nulle.

A

((V
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https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine
https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine

Le tourbillon de Ranlgifie

Ce modele de tourbillon est caractéerisé par une loi de vitesse
azimutale ug donnée par:

er r<a Ug

u9=<ﬂa2 f
— r>a —
.7 a

() indique la vitesse de rotation angulaire du cceur du tourbillon
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[L.@ tourbillon de Rankife -

En coordonnées polaires, les équations de NS en régime
stationnaire, sans prendre en compte la force gravitationnelle et
avec une viscosité supposée négligeable, deviennent:

U=u.e +uyey+ue,
_|_ (u V)u - _|_ v V2 €, = cosOi + sinfj
€y = —sindi + coshHj

(u-V)u=urar rae+“zaz ot U=u,=0
. __, ugod(uge Ug Oug ., U5 _
Gi V)i = % (ugesp) 00Uo g _Uog
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Le tourbillon de Ranlgifie

D'autre part

é)r = cosOi + Sin@j
e

0 10 .

g = —SsinBi + cosOj
=—@ +——6g+—
or " a0 T 8z
v
G- V)i = ——
p ————————
____________ 1"_2"": {’—““"\: v’ 0
Ug QU _, | | Ug _, ! Lifop_ i 1dp_: OJp,
—— g+ —&,= — | €it- €t €
' r 00 eeg T eri pi(ar g 7 00 95 dz
______________ == e S
(2
(1
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Le tourbillon de Ranl

Gug Au 110p . U=1u,é, +ugéy+u,é,
v _ — p = p(r, Z) €, = cosOi + sindj
r g praf €y = —sinfi + cosbj
0
@ u; 10p
r  por

L’équation @ conduit a des expressions pour la pression pourr < a et
Qa .
r > a . Notamment avec ug = rQ) et ug = —, respectivement

r2 &t ug =710 02 g*
_ 02 _ pQfa
p=pt—+G u = 29 L | pEmS G
r<a ' r>a
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Le tourbillon de Ranlil

Pour déterminer C;et C, on utilise les conditions aux frontieres

r — oo = p=pg=0C;

. f— Raccordement
Raccordement des solutions ar = a o T
2 2a4 — Pa
a O“a P
p=P927+Cl=_pzaz + Pa %

Cl = Pa — pQZaZ
Alors, la pression a r = 0 devient

r
p(’r = O) = pQ?ZZ-F Cl p(']" = O) = DPag —pQZaZ
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Le tourbillon de Rankifie

p(r = 0) = p, — pQ®a* =pa — pug

On veut utiliser ces résultats pour calculer la pression au coeur
d’'un ouragan (en r = 0),modélise par le tourbillon de Rankine avec

pq = 101350Pa,uy = 100m/s,p =1.2kg/m3

Alors,

p(r = 0) = 101350 — 1.2 X (100)2= 89350Pa
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Rétrospective I y -

En mecanique de fluides on utilise un champ de vitesses, a des
endroits fixes, pour exprimer I'accélération a requise dans la loi

de Newton:
Z ﬁ ﬁ rav press ﬁ visc — ma
Le calcul de a est fait a l'aide de la dérivée matérielle
Du odu

a=—=—+Wu-V)u
C=pr= g T @V
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Rétrospective Il M

On a remarqueé deux caracteristiqgues d'un champ de vitesses : la
divergence et le rotationnel

La divergence de la vitesse u, représente le taux de dilatation
d’'un volume de fluide en mouvement par unité de volume

Mathématiquement parlant, la divergence s’exprime comme:

du Jdv Jw

V.=
U =5x "9y oz

La divergence d’'un écoulement incompressible est nulle
V-u=0
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Reétrospective III ' 3

Le rotationnel, appelé vorticité pour un champ de vitesses,
decrit la tendance d’un I'’écoulement a tourbillonner

La vorticité peut étre imaginée comme une sonde a cisaillement
Mathématiquement elle est définie par:

ow dv odu dw Jdv Jdu
dy 0z 0z O0x 0x dy

B=Vxﬁ=(

 Siw = 0 ,I'écoulement est dit irrotationnel
 Siw # 0, I'écoulement est dit tourbillonnaire (rotationnel)
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Rétrospective IV

La 2¢™me [oi de Newton

ZF =Fgrav + Fpress + Fyisc = mad

appliquée aux fluides devient I'égquation de Navier-Stokes

5, T W Vu=g p vV-u
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R é t [fz @ S [P) @ @tﬁw @ V . —

La complexité des équations de NS ne permet pas de trouver des
solutions analytiques que pour des cas academiques

Dans ce contexte on a regardé les écoulements de Couette et
de Poiseuille

Couette Poiseuille
[— u=U,=0
v A If_zt-}'_"' - = y nl = r._ |
L > i
¥ HI : I _1' ”I : { = I
> iR e \itesse
U dp _1ldp L dp
u(y) = (%) ' - 0 u(y) 2 dx y(y —h), - % 0
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Rétrospective VI E

Pour des résultats rapides, I'ingénieur utilise une formule simple
qui peut étre expliguée comme un modele deérivé des équations
de NS

Il s’agit de I’équation de Bernoulli

V2+p+ = cnst
2 5 gz = cnste

Elle ne s’appligue que si [|'écoulement est incompressible
stationnaire et inviscide. On ajoute a ces conditions qu'il
soit irrotationnel, ou bien appligué sur une ligne de courant
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tive VII y

Les formules pour le vidange d'un réservoir de Torricelli, pour
I'effet Venturi: dépression provoquée par le retrécissement local
d’'une conduite et le tube de Pitot, qui permet une mesure de la
vitesse d'un éecoulement, peuvent étre retrouvées comme
des applications de la formule de Bernoulli

Rétrospec

o pvi
Pr=p + 7

a
Tl

2 2 _ 42
A A; — A

vy, = |2gh/1-— (A_i> Q= ( 22A23>,/2gh V1 = v 2Ymanh/p
\’ 445
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Annexes

A Venir:




Gradiient et divergeng]

69 6 2 6 ™
V=—i+—]+—K
OX ayJ 0z

Gradient d'un scalaire f
of ~ of ~ of ~
=—1| 4+

J+—K
ox oy oz

\%i

Divergence d'un vecteur V = v,i+ v,] + vsk
vV i, O ]+%IZ
OX oy 0z




Gradient d’un vecteur V = v;i + v,] + vsk

ov, ov, oV )
0% 0x, 0%,
W = o, oV, OV,
% 0x, X,
ov, OV, oV,
0% 0, 0%,



Gradient et divarge

Divergence d’un vecteur tenseur T symetrique

(r

XX

V.-T=|1,

\ sz

Le Laplacien d’'un vecteur V= Vi1 + vyf + vk

T

T

T

yX

yy

yz

\

TZX

sz

TZZ )

(0%, &%, 0%,
ox*  oy° oz’
o’v, 0%, 0%,
ox*  oy* o1’
o’v, 0%, 0%,
ox*  oy* o1’



2.05 Forces ..

Annexes

Dérivée matérielle?
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Dérivee materielle: e

4.1: accél
Df _df_ . .. . .
E — E.deflnltlon (on suit le mouvement d’'une particule)
f(X + &xt + 8t)
@
5% o .
f@E¢t) Df . f(x+éxt+4dt)—f(x 1)
- — = lim
7 Dt 5t—0 St
Z 3 Série de Taylor vectorielle
MVV /// _________
o ofEG |
+0Xx -
dt

L f(X+6xt+ 6t)=f(R t) + St{
u y
d
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Dérivée materielle: e

Df f@Et) 9% _
pe- ot T VD

4.1: accél

f(X + 6x,t + 6t)
®
fG0) . 0%
// U=
z // —
///J‘c’ Df af(x' t) — -
w7 = +u-Vf(x,t
Dt ot fx0
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En 4D (&4 3D)

f(t:x, %X, X =—+—U+—V+—W
(65 %, %) Dt ot ox, ox, ox

f=f (t, X{,X,,X3) avec
u= dx,/dt, v= dx.,/dt, w= dx,/dt

f
DL _ A wievi i) (2 g Dy
Dt ot oX,  OX,  OX

— -

x(t) V Vf




Las barmes

Formule pour un scalaire dans I'espace 3D

D _ v .9t
Dt ot

Variation temporelle de f Variation temporelle de f Variation de f causée par le mouvement
lorsqu’on suit le systéme a un endroit fixe. d’une particule d’un point a un autre



L’accélération est la derivée du vecteur vitesse d’'une particule lorsqu’on

suit le mouvement: -
_ Dv
a=—-
Dt
Pour la composante a; (i=1,2,3), la dérivée substantielle est:
Dv. év, ov, oV, oV, N = -
a = =—+—V,+—V,+—V, =——+VV. -V
Dt ot o0x OX, OXq ot
\ ) \ )
Y Y
Variation de v; vue par Transport de la composante v;

un observateur fixe par le champ des vitesses



Aoodléraiion LI

On peut écrire alors pour les trois composantes (des scalaires)

— - — — — —

a1=%+Vv1-v, a,=—=+VV, -V, a,=—=+Vv,-V

ot ot ot
Ou encore a) (ov) (v, o oy (v

ot OX, OX, OX,
ov o, oV, oV _ V =

20 Sl et | A2 a=N vy
ot OX, OX, OX, ot

o | [25] |2 P M|,
ot OX, OX, OX,

a ov VvV V

)]
~



Remargue I

Afin de noter ces équations de maniere compacte, on a utilisé la notion de
“matrice gradient ” (tenseur d'ordre deux ), dont la €™ ligne est le
gradient de la €™ composante du vecteur . Notamment:

aVl avl aVl
OX, OX, OX,
v ov, oV, oV,
0%, OX, OX,
aVB aVB aV3
OX, OX, OX,




Remarque IX - e

L’équation :

SRRy,
ot

est aussi retrouvée sous la forme

- Accélération causée
par le transport

Accélération due a la variation
de la vitesse dans le temps I é
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Q. de mouvement




Equations de N-S er
_coordonnées cylindfigiies




ou  ou  u,ou  ou U
+U —L+ +u, —L——C |=
ot o r 00 ox r?

g af10(12), 10 S b 2o
o T Y ar ) v e T o r rf oo

Direction radiale
—lm P

Direction tangentielle p %+ur ou,, N u, ou, X ou, urlzjg
ot or r 00 ox r

LoDy e (i o et i s, o,
00 PP T Yo ar ) 200 T e 17?00
Direction axiale ou, ou, U, ou, ou,
IO + r + +uX =
or r 06 OX

_8_p+ g, + 13(rauxj+iazux+82ux
ax P Y ar ?

Continuité 10(ru) 10u, ou,
r or r 00 OX




_ Crocco




Algébre de I'identité defCiie

ation de la masse

Dans le repere cartésien, l'accélération de la composante u le
long de la direction x , s’écrit

a_Du_au ou ou ou
““ Dt 6t ox oy oz

En ajoutant et en soustrayant deux termes on peut écrire
Du éu 6u+| ov 6W}+

= =—+U V—+W—
Dt ot OX OX OX

ou |ov (au awj
v —=—I[+w —
oy |OX 0z |OX




Algébre de I'identit

ervation de la masse

ou ov ow
u +V + W
Ou encore OX g_; OX
Du o6u & (u*+vi+w ou ov (6u aw)
a = =—+ +vV| ——— |+W| ———
Dt ot oOx 2 oy OX 0z OX
mais
. ~ OW OV ou oOw ov ou
o=V xU= O, =— O,=————, 0, =———
oy oz ' oz ox OX oy
alors




Algébre de I'identité deGiocde

ervation de la masse

De la méme maniere, les deux autres composantes de
I'accélération peuvent s’ecrire:
_Dv_ov d(ut+vi+w
Y Dt et 6y( 2
. _Dw_ow 6(u2+v2+w2
* Dt ot 62 2

J—ua)Z + W,

)—ua)y + V@,

Si on regarde le produlit:

WxU = (a)yW—Va)z,a)XW—Ua)z, a)xv—ua)y),



Algébre de I'identité deGoees

onservation de la masse

on constate que les composantes de w X u correspondent aux
deux derniers termes de chacune des composantes de
I'accélération On peut ainsi écrire:

— — G'G) - -

(T-V)a =V(Tj+a)xu
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Ligne d’émission
au temps ¢

(X t — 3AL)

(?c' t— At) i

(e, 0)

Trajectoires des particules
émises au point X,

1.11 lignes de ...
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Interprétation en espace y

(}2' t)
(?15 t)
(o, 1)
3
G o7

Ligne de courant
au temps t

tﬂ
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-

1.11 lignes de ...

Interprétation en espagé-icimps

(})Zr t)
(4, 1)

(o, ) ‘_

(})5, t)g i

Ligne de courant
au temps t

/ (%o, —201) (Fu—288) 4

(R, —2A1)
(Fe, t — 240)
L]

Ligne de courant
au temps t-24t

(Fe,0) x

Cliquez pour obtenir un trés bon article qui a inspiré ces images (Le sujet est avancé!)
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Etat stationnaire -
| A1 lignes de ...

A I'état stationnaire:
Trajectoire projetée dans un plan (x,y,t) =
Ligne de courant = Ligne d’émission

Trajectoire de la particule
émise au point X,

(?CI t— At) ]-’, ______
(%1, t — Ab)

|
|
|
N,
/ (Fo,t — 240)

(X t — 3AL)
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La portance

3.05 Le Théoréeme de Bernoulli

&IL) .
IL r ﬁ‘dr -
1 % ‘ ; 2 - ar = ra)Z

— p+dp

I R

|

|
dp=pro’dr == D= P = jdp jprafdr =< (RZ R?)

¢ La pression croit dans
la direction radiale
2
ou encore ? = pro’ = PVr ==V
I r
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La portance _

On peut expliquer la portance comme une conséquence de la
forme d'un profil d’aile qui force les lignes de courant a se

courber. A partir des équations du mouvement ( en coordonnées

- : : : : 0 V2
curvilignes), on sait qu'un gradient de pression, ﬁz—p?,

conduit a la deformation des les lignes de courant. Dans cette
formule R est la courbure de la ligne de courant et V la vitesse.
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: . 0 V2 : .o
Ce gradient de pression ﬁ = —pT, agit comme la force centripete

produite par un mouvement circulaire Puisqu'il y a une pression
po loin du profil, 'équation nous indique que la pression sur
'extrados est plu faible que pg, tandis gu’elle est plus elevée
gue po sur l'intrados. Cette différence de pression produit alors la
force de portance sur le sur le profil.
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La portance

3.05 Le Théoréeme de Bernoulli

La pression augmente lorsqu’on s’éloigne du centre de courbure

Po
La pression diminue

2 .
op  pVv Centre de courbure & La pression augmente

on R Po

Sans tenir compte de la force gravitationnelle .,.5
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Fonction de courant

En coordonnées cartésiennes 2D

V =u(x, y,t)i +V(x,y,1) ]
. \ 8U(X, y,t) 4+ aV(X’ y’t) —

OX oy

Soit la fonction continue et dérivable v =y (XVY,t)
_0y . Oy
Alors, u_gy’ V= X

Pourquoi? 00 _5(55”]:() )
ox\ oy ) oy\ ox



Propriétés de la fonctionfde collfEm

1) La fonction de courant satisfait I'équation de continuité

O(Ow) OOy
2y Viy=? Vo = ( j+
) vV " “axUax ) eyl oy
O O

Z&(—V)Jf@(u)

Vip =-VxV =-w

Le Laplacien de w correspond au négatif de la vorticité




Propriétés de la fonctionlde coliie

| ] K
oy o o0 O _ v ou ‘
OX oy 0z oXx oYy
u v O

3) V°¥ =0 Pour un fluide parfait

Pour un fluide parfait, le champ de vitesse s’obtient du gradient d’'une
fonction scalaire ® appelée le potentiel de vitesse

—

V=VO



Remarque: Lorsque \7 =VO
VxV =VxVO =0

—>Résultat du calcul vectoriel

> Le champ de vitesse
est irrotationnel

VxV:(aV—auij — u=%’”, v=—%—";




Fonction de courant et poteniiel

~ Alors
2 2
VZWZ(ZXQZ]J{?};Z]:O (Iorsque\7:V(I))
Equation de continuité
VV=0 » . V.VO=VD=0

4) VO - VWV =0 Pour un fluide parfait

Les lignes de potentiel et de courant sont-elles orthogonales?



- E a
L

V=vo . ] X ve= | ¥
g 99 yo_ 9V
oy \ OX

0p 0w ¢ dy
. =07 VO - VY = +
VPRYHESU OX OX 0Oy oy

= u(-v) + vu=0

OUI, les lignes de potentiel et de courant sont orthogonales!



Dilatation E

On définit la dilatation d’'une parcelle de fluide comme le taux de
variation temporel du volume ¥V par unité de volume, soit:

_ 1DV
8V Dt

u-n
/
Le terme u -ndS correspond au taux nds a
d’avancement de la surface dans le (
temps. Cette quantité equivaut a la ﬁ /ﬁ.ﬁdt

variation par unite de temps d'un
volume lagrangien elementaire 6V

Dil SV = - AdSdt
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Débit volumique

3.02 Le Théoréme de transport ...

La variation par unité de temps d’un volume Vest alors:

DV Gauss DV
_ _)'_)dS N _ .—>
Dt f(u ) — Dt f(v el
S |74
Dil = 1DV— 1J(V u)dVv
R T “
vV
pil = =2 _ ) 1j(v DAV =V -1
=YD vV u -
vV
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Résume

Potentiel vecteur @

Fonction de courant W

yo20 0
OX oy
VxV =0

Automatiquement satisfaite

VV=0 |

VD =0

R
oy OX
V.V =0

Automatiquement satisfaite

VxV =0 | ’

Retour
V¥ =0 b@




ldée sympathique, basee sur le fait qu’il existe une fonction de
courant électrique I et un potentiel electrique E, régi par des
équations analogues (V%I = 0,V%E =0) a celles décrivant les
écoulements potentiels pour les fluides (VW = 0,V2d = 0).

Une meéthode expérimentale, virtuellement disparue, utilisait un
papier conducteur sur lequel on appliguait une peinture isolante
pour décrire geométriguement des corps (2D) a I'étude.

Avec un voltmetre, on pouvait suivre les lignes equipotentielles ®
et les lignes de fonction de courant ¥ pour obtenir une
approximation grossiere de I'écoulement

Analogie électrique
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Courant et potentiel 4 48Vorticte ..

Isolant

Remarque: pour obtenir les
lignes de courant on interverti
les parties isolantes et
conductrices

Conducteur +
Conducteur -

Isolant 259



4.8 Vorticité et...

$=ROUGE

p=Ucosf| r+—

w=Using| r——




HeIeEShaw H. S. Hele-Shaw, The flow y

4.9 Ecoulement irrotationnel...

Henry Selby Hele-Shaw

Un écoulement potentiel a lieu lorsqu’un fluide trés visqueux se déplace a faible
vitesse entre deux plagues paralléles distants d'une faible épaisseur

201


http://www.scielo.org.za/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0038-23532010000100013
http://www.scielo.org.za/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S0038-23532010000100013

Hele-Shaw 4 N

A partir des équations de Navier-Stokes, on trouve pour cette

configuration que la vitesse u du fluide est seulement fonction du
gradient de pression p:

Vp (Solution de H. Lamb, 1932).

avec b étant la distance qui separe les plaques et u la viscosité
du fluide.

La vitesse satisfait i = V®d avec le potentiel ® = —pb?/12u
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http://www.gracesguide.co.uk/Henry_Selby_Hele-Shaw
http://www.gracesguide.co.uk/Henry_Selby_Hele-Shaw

Ecoulement irrotationnel

autour d’'un profil d’aile d'avion et dun cylindre. La_force

résultante sur chaque corps ne dépend que du champs de pression autour des objets.
Celle-ci est nulle sur le cylindre (symétrie) et normale (portance) aux lignes de courant
pour le profil. Les fronts des couleurs sont utilisés pour indiquer des lignes d’émission

Les animations proviennent du site: [Seveux regarder#l

pas envie

¢ =7
T\.

.
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http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html

Ecoulement irrotation:

4.9 Ecoulement irrotationnel...

Forces de pression sur un cylindre et sur un profil d’aile d’avion |J° ne vemx 'ml
Les animations proviennent du site: ’_1
/ \
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http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html
http://www.diam.unige.it/%7Eirro/lecture_e.html

Simplifications

3.05 Le Théoreme de Bernoulli
a_> r—— ——= =
u = P I
H - V) =—+ G+ V72
o |\~ 7 _p__x;

Ecoulement
stationnaire

- Fluide
g = —Vgz | | non visqueux

(ﬁ . \7)17 =V (%) + (\7 X ﬁ’) X U Relation vectorielle

l attribué a L. Crocco

—

ux regal -
w

o

e)
e) -

merci!
S Q
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Projection

Le Théoréme de Bernoulli

V: p S -
74 7+;+gz = —(wXxu)+v(VXxw)

La figure indigue que le vecteur ds est
orthogonal & w et aussi au produit (o X u) igne de courant

Alors (@ X ) - dS=0, ainsi
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e Théoréme de Bernoulli

Projection

VZ p = — — =
v 7+;+gz dS =(—(wxu))-dS

\7V2+p+ dS =0
2 p g% B

Alors, la quantité (V?>/2+p/p + gz) se conserve le long de
lignes tangentes au : cas stationnaire, incompressible, inviscide
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On y arrive! 4
. . e de Bernoulli

Le théoreme de Bernoulli considere une ligne de courant
(tangente a u ) et S’écrit:

' o V2
7+£+ gZ — CnSte.

P snem%

La constante normalement differe d’'une ligne de courant a I'autre.
Cette proprieté a mené a des polémigues en aérodynamique, en

Sur une ligne de courant!

particulier pour expliquer la portance sur une aile. Je ne veux pas
des Xtras!
SIAY it S8 (o G2 ==
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https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU
https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU
https://www.youtube.com/watch?v=XWdNEGr53Gw&list=PLREL0qckFC2Lh4DA6JsAg_GcUGwxn8etU

<

Remargques

doreme de Bernoulli

Bien qu’il s’agit d’'un sujet avancé, on note qu'un cas particulier du
Theoreme de Crocco  établie une relation pour un écoulement
stationnaire isenthalpique entre la vorticité w et I'entropie S, notamment:

—~(UX®)+TVS =0 N’é

Wow! L'entropie est constante sur tout le domaine si le champ de vitesse est irrotationnel
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