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Introduction ‘

Dans plusieurs cas pratigues I'action d'un fluide en mouvement
genere une force de réaction R

Pour le coude illustre sur la figure, R est fondamentalement due a
la variation de la quantité de mouvement (vitesse: module et
direction) entre I'entrée et la sortie
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Introduction m

L'approche privilegieé par le génie pour traiter ce genre de
probleme utilise la notion de volume de controle

Celle-ci est une formulation intégrale (par rapport a différentielle)
qui permet d’effectuer des bilans et des calculs de maniere agile

La formulation intégrale générale nous permettra de deécouvrir
des formules spécifiques pour la conservation de la masse,
conservation de I’énergie et la conservation de la quantité de
mouvement



Introduction y !

Pour des configurations similaires a celle du coude, I'impact des
forces de cisalllement n’est pas crucial et on peut l'ignorer,
produisant guand méme des résultats étonnement précis

Concretement, il s’agit de considérer la loi fondamentale de la
dynamique sous la forme:
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Introduction

.01 Quelques lois de...

On note que lorsqu’on traitera des problemes similaires a ceux
llustrés sur le figures (réseaux hydrauliques), I'effet dissipatif du
cisaillement sera pris en compte dans I'’equation de I'énergie




OBIECTIES -

( Comprendre la notion de bilan d’'une proprieté moyenne dans\
une region utilisant la formulation genérale appelée Théoreme
de Transport de Reynolds

 Appliqguer ce théoreme pour retrouver successivement les
équations de conservation pour la masse, la quantité de
mouvement et |'énergie

« Simplifier les équations de conservation pour ['écoulement
\_ unidimensionnel d’un fluide non-visqueux en régime stationnaire /
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Les solides et les fluides 3

Les lois physiques, comme la quantité de mouvement
(21_5 = ma), sont applicables a des systemes fermés

En mécanique des solides, I'application de ces lois est directe et
on ne retrouve pas la notion de systeme fermeé confrontéee a celle
de systeme ouvert.

Par contre, les fluides se deforment et les domaines a I'étude
(une conduite par exemple) possedent frequemment des entréees
et des sorties (frontieres ouvertes). Alors, les lois de conservation
sont plus difficiles a implémenter.



sSystémes fermés -

L'aérosol sortant d'un contenant sous pression, ou les gaz
s’echappant d’'une fusee sont des exemples de systemes (fermes)
qui evoluent dans le temps

[Quoi faire ? Le volume change avec t #$!*&]

Systemes fermés évolutifs
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Palliatif ' A

Pour réesoudre cet inconvénient, on analyse plutot I'évolution des
grandeurs physiques (masse, quantite de mouvement, energie) a
'aide d’eéquations intégrales de bilan sur des domaines
macroscopiques.

Il est par consequent necessaire d’etablir une correspondance
entre un Dbilan et le transport des grandeurs physiques par
I’écoulement.
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Types de volume

Dans ce contexte, on retrouve les notions de volume de
contrdle,(souvent fixe), associé a la formulation eulérienne et
de volume matériel (qui se deplace), raccordé a la cinématique
lagrangienne
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Volume de contrdle(VC) 4

Un volume de controle est un volume imaginaire par lequel le
fluide peut s’ecouler. L’attention est porté sur les quantitées

physiques qui traversent la surface

:'/ @ Masse B

X Jﬁ‘r L ¢ Q. de mouv.

. @ Energie
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Surface de contrdle(SC)d

L’enveloppe d’'un volume de controle est appelé surface de
controle. Elle peut étre fixe ou mobile.

= ‘Un volume de controle est un systeme ouvert!
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Volume mateériel (VM)

Un volume materiel est un portion de fluide qui se
déplace, se deforme mais qui demeure constitué du

méme ensemble de particules

VM(tO) V- VM(t) p :
— _ |r" @ Masse )

. Q. de mouv.

. @ Energie
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Surface matérielle (SM) 4

elques lois de...

L’enveloppe d’'un volume materiel est appele surface
materielle. Chaque point de cette enveloppe est une
~ particule fluide

v Un volume matériel est un systeme ferme!
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.01 Quelques lois de...
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Deux approches ™

héoréme de transport ...

En mecanique de fluides, on propose de trouver la solution dans
un systeme fermé mobile (VM) au moyen d'une seconde
approche représentée par un systeme ouvert (VC)

Systéme fermé (VM) N Systéme ouvert (VC)
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Deux approches y m

Le systeme ferme (VM) est associé a la cinématique
Lagrangienne, tandis que le systeme ouvert (VC) a l'approche
Eulérienne.

J.-Louis Lagrange - Leonhard Euler

Systeme fermé (VM) Systeme ouvert (VC)
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elques lois de...

En ingénierie...

L'approche d’Euler utilisant les volumes de contrdole (VC), avec
des entréees et des sorties, permet d'effectuer des bilans de
maniere intuitive. C’est la méthode privilégiée par le génie

Volume de contréle Volume matériel
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En ingénierie...

Voici deux exemples utilisant des volumes de contrdle (VC). Un
pour le systeme respiratoire et un autre pour un turbojet. On note
gue le fluide peut s’écouler a travers des frontieres.

¥
MAKE GIFS AT GIFSOUP.COM

Volume de controle
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Remargue

01 Quelques lois de...

Bien que frequemment le volume de contrble (VC) est fixe, il peut
aussi étre en mouvement ou se déformer

VC mobile, non
déformable, Vs constante

VC déformable
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Voluime déformable
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Chapitre 3 = Lois de consef/aiion lnEeslE

[3.02 Le théoreme de transport de Reynolds

=

f N\
/
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Le TTR -
| - de transport ...

La dualité résultant d’'un raisonnement base sur un volume de
contrble (Euler), versus celui s’appuyant sur un volume matériel
(Lagrange), mene a la recherche d’'une equivalence entre les deux
formulations. Celle-ci est donné par le Théoreme de transport de

Reynolds.

Lagrange =
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Préliminaires

3.02 Le Théoréme de transport ...

Avant de regarder le Théoreme de transport de Reynolds, nous
devons introduire guelgues notions de base

\‘J,
O

Systéme fermé (VM) Systéeme ouvert (VC)
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ﬁLa notion de flux

oréme de transport ...

Pour mesurer la quantité de matiere qui transite par une surface
(S) par unité de temps et de surface, on introduit la notion de flux:
flux de masse, de quantité de mouvement, d’énergie, etc.

‘--I_’

Le flux d’'un champ vectoriel a travers une surface est un scalaire
—.-'31




Deébit volumique y m

Le débit volumique élémentaire dQ a travers une surface dS est
le volume de fluide dV qui traverse cette surface dans un

Intervalle de temps dt, soit:
dV = |u|cosOdtdS

dQ = — = |U|COSHdS = ﬂ . d§ |u|cos@ L
ids /@ _—
. u
Alors, le débit total Q sur une surface S est

( /
N ‘ |u|cosOdt
szﬁ-dS (m3/s) |
S
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<

héoréme de transport ...

De la méme maniere, le débit massique m = pQ a travers une
surface S correspond a la masse de fluide par unité de temps, soit

dV = |u|cosOdtdS

m = th_i .dS (kg/s) cose
2 ids /O _—

|u|cosOdt
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Quantités intensives 4 m

On a donc les relations suivantes:
d 5
m=fpdV rh=—fpdV =jp(u-dS)
v dt Jy s

La masse m est une grandeur extensive et aussi les deux autres
guantités qui nous intéressent en mécanique, soit la quantité de
mouvement mv, et I'énergie E

Une grandeur extensive est proportionnelle a la masse du

systeme CT)
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Quantités intensives ' E

Dans la suite on utilisera plutdt des propriétés intensives,
iIndépendantes de la masse du systeme. En particulier, on
regardera des grandeurs associees a la masse m, la quantité de
mouvement mv, et 'énergie E

Pour ce faire, on effectue une réduction de chacune des
propriétés (m, mv, E) par la masse m, pour obtenir alors des
quantités intensives (1, v, €)
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Généralisation

e Théoréme de transport ...

On peut geénéraliser ces relations pour une grandeur extensive
guelconque B ayant une grandeur intensive correspondante,
c’est a dire par unité de masse, b =B /m:

dB

B = fpde et B=—= fpb(fi - d§) (B/s)
v dt  Jg
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Généralisation

Le tableau

fluides

ci-dessous
(proprietés) et intensifs frequemment utilisées en mécanique de

resume les

grandeurs extensifs

B
B b=—
./ 14 m
propriété
extensive variable intensive
Masse m 1
Q.Mouv mu u
Energie E e
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Bilan volumique

3.02 Le Théoréme de transport ...

Pour le volume de controle VC sur la figure, on peut conclure que:

Débit volumique entrant Variation de volume dans le temps dans le VC =
[ a7 ~ 1tA . . s e .
— B (Volume/unité de temps) Débit volumique entrant - Débit volumique sortant
SN
h 5
== = = — - Volume de contrdle N

Variation de volume
par unité de temps
Débit volumique sortant
(Volume/unité de temps)
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Deébit net de B (bilan)

De fagcon générale, on considere un volume VC (fixe) limité par
une S., qui est traverse par un fluide transportant une quantité B

S =S, + S,

“

Flux entrant

\
Bilan de B a travers la surface \‘\)

Quantité de B Quantité de B b

(===

sortant par S, entrant par S,

Flux sortant

nds

26



Débit net de m

Mathématiquement, le débit net de B a travers la surface de
contrble (SC) peut s’écrire .

. dB - L
B,..=—— =jpbu-d5—j pbu - dS
dt Ss Se

. . pbu - nidS
Bnet = J pb]_i . dS Flux entrant
S¢ T~ Debitneta
travers la SC pbu - nidS
avec: b — B/m Flux sortant

1 est le vecteur local normal a la surface, orienté vers I’ extérieur
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Accumulation ' E

Le débit B,., traversant la surface d’'un volume de contrdle,

correspond a la quantité de B qui “s’accumule” (négative ou
positive) par unité de temps dans le volume de contrble. Cette

variation de B dans le volume de contrdle peut s’écrire:

dB _d bV -
dt - dt jp Biet ‘,
Ve VC s A

Variation dans le temps dans
le volume de contrble

b = B /m: grandeur intensive par unité de masse
41



Bilan sur un VC

oréme de transport ...

On reconnait ainsi le principe de conservation pour un volume de
contrble, dans I'absence de sources(puits):

sC
Variation de B + Bilan des fluxde B =0 / x|

dans le VC a travers la SC r
| VC J{ .
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Bilan sur un VC

3.02 Le Théoréme de transport ...

Sous forme mathématique, on ecrit le principe précédent comme,

R |
| d | L |
| E pde|+| pb(u-n)dS =0 |
| Ve | Msc |
|
IVariation de Bdans le | | Flux de B a travers de la |
| volume de contréle | surface de contrdle |
L e e e e e e e e o  — — — -

—

Remarque: Cette forme du principe ne considére ni les sources (production) ni les puits (destruction) 43




<

e Théoréme de transport ...

Cas particulier: la ma

Pour la conservation de la masse, I'éguation genérale

d
2 pbav +j pb(il - 7)dS = 0
dt Jyc sC

devient (b = 1)
d S S
— | pdV +j p(u-n)ds =0
SC

dt Jy,c
Accumulation de masse Flux massique
dans le volume dans le temps traversant la surface

masse masse
temps temps
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Retour au TTR m

On retourne maintenant au Théoreme de transport de Reynolds dont
le rGle est d’établir un lien entre les points de vue lagrangien et
eulérien.

On considere I'évolution d’'une propriété b dans un systeme de
particules mobile VM

45



Retour au TTR E

Sur le volume matériel (mobile) VM on peut regarder la totalité de
la grandeur B comme B = f pbdV

VM(t)
Pour obtenir la variation temporelle de B, on doit calculer:

dB

d
dt dt j oy
VM(t)

Cette evaluation presente un inconvénient puisque VM(t) est
également fonction du temps! Autrement dit, le systeme est en
mouvement et se déforme :VM(t + dt) + VM(t)! 46




R@ tour au TTR m

dB

d
Syst VM(t)

Comment peut-on utiliser cette equation
mathematique pour réaliser des calculs
pratiques?

a7



La ‘passe magique’

<

héoréme de transport ...

Pour résoudre le probleme, on fait coincider au temps t le volume
matériel mobile VM avec un volume de control fixe, VC sur lequel
on pourra effectuer les calculs plus facilement

48
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Lq passe magique’ 1

Pour résoudre le probleme, on fait coincider au temps t le volume
materiel mobile VM avec un volume de control fixe, VC sur lequel
on pourra effectuer les calculs plus facilement

Fermé: impermeéable Ouvert: perméable
-,

V. est identique et coincide avec V/,, au temps t. Les volumes ont
eté dessines separes pour fins d’ |Ilustrat|on seulement 49




La ‘passe magique’

e de transport ...

Fermé: imperméable Ouvert: perméable
dB d -
S b ‘1
— 1= I pbdV +f pb(u - n)dS [ ve | ©9
Variation temporelle de B Variation temporelle de B Débit net de B traversant la
lorsqu’on suit le systeme dans le volume VC surface SC du volume VC

Formulation du Théoreme de transport de Reynolds, TTR

d ~./J}‘ A
=—f pde+f pb(U - #)dS f
dt ), .

SC 50

dB
dt

VM(t)



Volume de controle mobiile E

La relation precédente a éeté presentée pour un volume de
controle fixe.

Si le volume de contréle se déforme (le coeur), il faut
considérer la vitesse relative u,..;=u -ug entre celle du fluide u et
celle de la surface u du VC. Dans ce cas:

d
= — | pbav + f pb(il,,; - 7)dS
VM(t) t Ve SC

dB
dt

Formulation générale du Théoreme de transport de Reynolds, TTR | s



Remargue 3

|u|cosgdtd5 Le volume élémentaire dV de fluide

ulcosd traversant la frontiere d’'un volume de
contrble, dépend de Ila vitesse de
nds /6 'écoulement et de la vitesse de

déplacement de Ila surface. Ces
grandeurs gouvernent la hauteur de dV'.
|u|cost9dt

Si la surface est fixe, la hauteur atteinte
par dV dans un intervalle dt est donnée
par |u|cosfdt et le volume devient

= |u|cosOdtdS, avec |u| le module
de la vitesse de I'écoulement etdS la
surface élémentaire

Surface immobile

52



dV = (|u|cos8 — u,)dtdsS Lorque la surface se deplace avec
une vitesse normale ug, dans le
méme sens que |ul|cosf, la

Rds. /6
; hauteur du volume atteinte dans
, //’ \ - .
( / ollsost) — wk un intervalle dt est plus petite
a gue précedemment. En effet, elle

est maintenant donnée par:
(lu]cosB — ug)dt

Surface mobile avec une vitesse u;  de sorte que le volume devient
dV = (|u|cosf — u,)dtdS

53



Remarque

dV = (|lu|cosf + u,)dtdS
|lulcos@ ,”

Rds /6 _—

U

(Jul|cos@ + ug)dt

Surface mobile avec ne vitesse

Si le sens de la vitesse de la
surface ug;, est contraire a la
vitesse normale de I'écoulement
lu|cosO, la hauteur du volume
atteinte dans un intervalle dt est
donnée par (Ju|cosf + u,)dt.

Le volume élémentaire est alors
dV = (lu|cosf + uy)dtdS

54



VC mobile
Vitesse us_constante

VC déformable

dB
dt

d —> —> — —> —
= pbdV + j Pb(Uye; - N)AS  Urer = Uppuide — Usurface

Formule générale du TTR ug = 0 sile VCest fixe

55



~ Le Théoreme de transport de Reynolds, TTR, fournit un
mecanisme pour traduire les équations de conservation (masse,
guantité de mouvement, énergie), deécrites dans un repere
lagrangien (volume matériel: VM ) vers une forme eulérienne,
qui les exprime utilisant un volume de contrdle (VC), souvent fixe.

(a5 [ opav + f b *)d?

e = P PO (Uypep -

dt VM(t) \dt Ve SC )
Y _/

dB/dt = DB/Dt L'ingénieur travaille avec cette forme (mais simplifiée)
56



Formulation générale 4
s A

dB d bdl + j b(_> —>) ds
N _ — u n
dt dt ), " o et
VM(D) y
/ B b = dB/dm
Masse m 1
Q. Mouv. mu u
@ergie E e / ﬁrel = l_ifluide - ﬁ)Surface

Remarque: b peut étre une quantité scalaire (masse, énergie), ou vectoriel (quantité de mouvement) 57




EN résume...

B = propriété extensive. Une quantité dans les systeme fermé
b = propriété intensive. La propriété B par unité de masse
p = masse volumique du fluide
u =lavitesse du fluide

U,.; = U Si la surface du volume de controle est fixe

U,,; = U- UgSi la surface du volume de contrdle se déplace avec une
vitesse u (un cceur qui bat)

dS = aire élémentaire sur la surface de controle, SC

58




En résume...

3.02 Le Théoréme ...

n = normale unitaire vers I'extérieur de la SC élémentaire dS

d/dt = variation dans le temps

dV = élément de volume dans le VC

U,,; - N = vitesse normale traversant la SC (projection)

59



3.03 Conservation de la masse




'1
dB

Conservation de la massgf [z

d
9 obdv + [ ob(i . -7)dS
— ;i_-p SI{_‘,O (i, 1)

syst

A

Un exemple visant illustrer [I'équivalence des approches
lagrangiennes et eulériennes pour la conservation de la masse et
donnee en annexe

- Je clique pour le voir

Non merci! >
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Conservation de la massgf

L'égquation de conservation de la masse peut étre obtenu
directement du TTR, soit:

dB d bdV + f bGii )dS
—_— = — u ‘n
VM(t)
a B b= dB/dm \
Masse m 1
Q. Mouv mu u
@ergie E e / ﬁrel = ﬁfluide - ﬁ)Surface
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Cas particuliers [——f!w

A

L'élégance et généralité (ou la complexité?) de la formulation
mathematique du TTR n’est pas retenue pour les applications du
génie de tous les jours

En effet, frequemment on se confronte a des problemes a I'état
stationnaire (ou permanent), pour des ecoulements
iIncompressibles, dont les equations deviennent essentiellement
unidimensionnelles

Dans la suite nous regarderons des simplifications appliquéees a
I’équation de conservation de la masse
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ation de la masse

Cas particuliers utiles (v@

) Pour un volume de contrdle fixe, us=0,u,.; = u (la vitesse
de I'écoulement) et si de plus I'écoulement est en régime
permanent (stationnaire), alors

d
— | pdv + U-1)dS =0 u-n)dS =0

II) Si le fluide est incompressible p = cnste, alors on a, méme
en instationnaire,
(U-n)dS =0
SC

64



Cas particuliers utiles W’@

ation de la masse

lll. Dans le cas d’entrées et sorties uniformes (1D), les équations
précedentes deviennent

fpﬁ-ﬁ’dSzO'i 2 PUS = D, puS; z g = z i

sortie entrée sortie entrée
SC abi '
Débit massique

|@ias=0 . Yus=Yus, . Yo=Y o

sortie entrée ) ;

SC sortie entrée
Ty, . - .

e > ¢ ’ Ty Débit volumique

VA ‘ Ny,

mls 65



ation de la masse

Cas particuliers utiles (WE%e)

Souvent on trouve des applications avec une seule entrée et une
seule sortie, tels qu'une conduite transportant de l'eau, ou un
passage pour la ventilation dans un immeuble. Ce type de
problemes sont modélises au moyen de la notion de tube de
courant

66



Tube de courant y ﬁ

Il s’agit d’'une conduite conceptuellement fictive (pouvant parfois

correspondre a un tube physique), limitée par des lignes de
courant, ayant une section d’entree A,, une section de sortie A,

toutes les deux planes, et des parois laterales A, ou les vitesses
sont orthogonales au vecteur surface




Tube de courant

Etant donné qu’aux parois latérales % -7 =0, lintégrale de
surface ne revient qu’'a considérer I'entrée et la sortie, soit:

onservation de la masse

Flux nul
u-n=0 (- paroi imperméable
- >
J pu - ndA =
5 p.S'
4. p sc
u- u-n>0

ii 2abl

parl imperméable j o1l - RdA + j Pl - TidA + j}?xﬁcm =0

se SS sp

68





https://www.youtube.com/watch?v=rscpnV5DBSo
https://www.youtube.com/watch?v=rscpnV5DBSo
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip3aMF/Laminar_14.wmv
http://www.groupes.polymtl.ca/mec4270/MECAFLU/Flip3aMF/Laminar_14.wmv

Tube de courant

nservation de la masse

En incompressible (p = cnste) et si les vitesses u, et ug sont
considérees uniformes, alors

j u-ndd=-uA,=Q, Ae /#
u g :
A f i
n,

se e

= uUgAg; = Qg

SS

fﬁ-ﬁdA+jﬁ-ﬁdA=ou‘) uA =uA . Q. = Qg

Sse SS D .
Débit volumique=cnste

Lorsque p # cnste,ona: m = p,A,u, = p;Agug
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Avion

Un avion vole a V=970 km/hre. La vitesse du jet a la sortie du
turbomoteur est de V.=1050 km/hre. L'aire frontale du moteur a
etrée est de A,=0.8m? tandis que celle a la sortie est de A.=0.56m>.
La masse volumique de (air a lentrée est de p,=0.736 kg/m> et
celle des gaz la sortie de p, =0.515 kg/m>.

On veut connaitre, en régime permanent, le débit massique de
carburant m,injecté pour réaliser la combustion

V =970 km/hre

Vjer = 1050 km/hre



- et

g

=0.515 kg/m?3
p.=0.736 kg/m3 £ 9/

- Vjee = 1050 km/hre

A, = 0.8m? Ag; = 0.56m?

V=970 km/hre

Ay






A, = 0.56m?
ps = 0.515 kg/m?3

A, = 0.8m?
pe.=0.736 kg/m3

. Vje =1050 km/hre

V=970 km/hre

Ay



La notion de flux

e Théoréme de transport ...
. _ _ 2
ps = 0.515 kg/m?3
m, = p,V A : A, = 0.8m?
l m, =? p. = 0.736 kg/m?
F ------------ 1
i |
o I
Me | m,+m,. =m | s
q e C S I- Vje = 1050 km/hre
[
I

V =970 km/hre

—t

75



La notion de flux m

m, = p.V A, V., =970 km/hre

mg = pV A Vs =1050 +970 km/hre

Ag = 0.56m? "—“““"; :
=0.515 kg/m3| m, ! S mg
= g/m e M, +Mm, = My
A, = 0.8m? el | —
p.=0.736 kg/m® | o o Vjet = 1050 km/hre
V =970 km/hre
A
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La notion de flux m

n. =p.V.A _ A; = 0.56m?
m, = p.V.A, V., =970 km/hre o 0.515 kg/m
m. = V.=2020km/hre A, = 0.8m?
s = PsVsAs g / Pe = 0.7216 kg/m3

M, + m, = m,

m, = mg-m,
m, = (0.515 x 2020 x 0.56 — 0.736 x 970 x 0.8) x 103
m, = 11432 kg/hre
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A la carte

Le débit d’eau sortant du réservoir est 2 /s. A=5mx5m
La surface du réservoir est de smxsm.  peac-- f ...
Trouvez la_vitesse de décroissance de la '

surface du liquide

A




d

— f//dV+ Mﬁ-ﬁd/l=0

dt A=5mx5m
Vc Sc /

A

dy _ . i
E —"r ju ‘n
Sc
dVv
Qsor ent E
2 Adh dh_ Qsor
Qsor - dt - dt =) A




MENU dw JOUR

On vous demande de calculer V,,, pour obtenir une variation
dh/dt=1 mm/s

A = 0.1m?

Im

Vent 7

q

A=0.0025m*
A =0.0025m"



On vous demande de calculer V,,, pour obtenir une variation
dh/dt=1 mm/s

d A= 0.1m?
0 T jpdV+vaA
Sc
d
3 % (pAh) _pVentAent + storAsor il
dh Vent_"_)_>
=A—-V

gp Vet Voo A A=0.0025m

A=0.0025m" | An_pagligeable

=0.1x 1073 —1,,,(0.0025) + ,/2g X 1 x (0.0025) >ah
g

Vent = 4.47 m/s



Spéeial duw jouw

Le réservoir illustré sur la figure est alimenté par les entrées 1D
1 et 2. La partie supérieure venferme de [air dont la masse
demeure constante. La hauteur de [eau est notée par le symbole h
-Trouvez une expression mathématique pour calculer le taux de
variation de h en fonction du temps, soit dh/dt.
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d d
= [pav-0.-0, =0 = | pav = ity - o124, = 0

Vc

%J'de = (pWA h) + (pa r(H — h))

d
i (PaAr(H = h)) = (0 Le massd’airm = cnste

dh
PwAr — —

dt pwV1id1 — pyV2A; =0

h :V1A1 +V, A, _ Q+Q,

A A




N

3.04 Conservation de la quantité de mouvement

ff

\,




Application du TTR & Ia Of
f )

ab a bdV + j b(u n)ds
S = — u n
dt dt ), " oo Nl
VM(t) y
/ B b = dB/dm
Masse m 1
Q. Mouv mu u
@ergie E e / ﬁ)rel = ﬁ)fluide - ﬁSurface

Remarque: b peut étre une quantité scalaire (masse, énergie), ou vectoriel (quantité de mouvement) 85



1

== j phdy + [ pb(ii,, -7i)dS
'i Vc SC

Application du TTR a la QdM: [;

-
(e = )
Pour la quantit¢ de  mouvement, B =mu, donc
b=dB/dm =u. Le TTR prend alors la forme:

d(mu)
3 =1 J pudV + f pu(u,.; - n)dS nds
. Syst SC a
La 2¢™e |oi de Newton établie que: T

d(mu)
dt

— z F syst VC

t
alors e

86
Note: syst = VM (t)



Application du TTR a la @ de Ik

04 La qté. de ...

styst d jpudV+ fpu(urel n)dS

SC

et puisque a un instant t, le volume matériel (en mouvement)
coincide avec le volume de contrble, on a I'expression:

ZFVC — — fpudV+ fpu(urel n)ds
SC

Forces excercées  Variation de la Q.de M Flux de la Q. de M.
surle VC dans le VC au travers la SC
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Remarques y E

 On note que les forces sur le volume de contrdle sont des
sources (+) ou de puits(-) de quantité de mouvement.

« Une source (force subie par le fluide), correspond a un
accroissement de sa quantite de mouvement.

« Un puit (force exercée par le fluide) correspond a une
diminution de sa quantité de mouvement
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Remarques | E

+ Le terme de flux: [;.pu(t, - M)dS n'apparait pas dans la
formulation traditionnelle (systeme fermé) de la quantité de
mouvement

« Ce terme provient de l'utilisation d'un volume de contrble
“permeable’(formulation eulérienne), au lieu d'un volume
“imperméable” qui suit un fluide (formulation lagrangienne) en

mouvement
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Cas particuliers utiles (WG ike)

04 La qté. de ...

L'équation de la quantitté de mouvement est une équation
vectorielle, on peut donc l'écrire pour les 3 composantes de
vitesse u, v et w, ou en notation indicielle pour u; avec 1=1,2,3

Zﬁvc = o jpudV + jpu(urel n)dS

SC

% N
‘U_Ub é‘uz—v - U=W

21: = jpudV + qu(urel n)ds “ n “

F.=F, F,=F,

90



Cas particuliers

Si le volume de contréle ne se déforme pas, U, = U, €t Si
I'écoulement est en régime permanent , alors

= d — S — —
z Foyst = dt pudV + fpu(urel -n)dS
_ ; Ve _ SC _ _

Si de plus, les entrees et sorties ont des vitesses uniformes,
I'integrale sur la SC est remplacée par le bilan des flux entrant et
sortant, alors

fpu(u n)dS—u p (i -n)dS ZFVC = z mu; — z m;i;

SCH/—J

sortie entrée

Remarque: Les sommations suri et correspondent aux nombres d’entrées/sorties
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Cas particuliers

S’il n'y aqu’une entrée et qu’'une sortie

— - — —
z Fyc =m (usortie — uentrée)

L’hypothése de vitesses d’entrée et de sortie uniformes n’est qu’'une approximation, mais pratique pour
les calculs requis en ingénierie. Pour mieux l'utiliser, on peut introduire un facteur de correction g > 1
gui permet de corriger I'erreur introduit par cette I'’hypothése. Notamment:

Z Fye =m (ﬁsﬁsortie — ﬁeﬁentrée)

Pour des écoulements turbulents (les plus fréquents) B =~ 1 de sorte que ce facteur est souvent néglige
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Facteur de correction 4

Le facteur de correction g (cas incompressible) es défini par

I'équation: 5
1 u
== A

Moy

ou Vy,, Indique la vitesse moyenne de I'ecoulement. D'apres la
forme des profils de vitesse, laminaire ou turbulent, on trouve

approximativement:

B ~1.33 g~1
—> —)
= =
Laminaire Turbulent
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Tube de courant

.04 La qté. de mouvement

Le tube de courant peut aussi étre utilisé pour représenter ce cas

z F=m (usortie - uentrée) P1U1A1 = P2 UxA;
Z F = (ppuzA)u; — (prug A, o
~ ~ N - y - )
M, M, 1 B -
F F, M,,u
- —_— - - - = i ) -
ze W+Fp1+Fp2+Fpp+F/ pp\ _=F sz

Feily,— i, W/ \
2 1
M,
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Exemple

Le volume de controle autour d’une buse est soumis a une pression
absolue uniforme de 271.3 kPa sur la section d’entrée 1 et a une
pression atmosphérique de 101.3 kPa sur la section de sortie 2 et
sur les parois solides. Calculez la force de pression résultante si les
diamétres sont D; =7.5cmetD,=2.5cm

Pression

p=101.3 kPa pression -
f\ atmosphérique manométrique nulle

biy

/ N
R
p=271.3 kPa = p=1013kPa lkewwp  Pp=170kPa - =0

ot
g =0 @
(1 o

Remarque: A la sortie d'une buse, la pression du jet d'un fluide incompressible correspond
approximativement a la pression ambiante.
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Exemple

3.04 La gté. de mouvement

Zﬁ =pA = pn D2 /4

=170 kPa X T X (0.075)%/4

Pression
— 75 1N [-\manométrique nulle
p=170 kPat p=0
D, )
0=0
Y p:O e
(1
D,=75cm
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Exemple

Un boyau d'incendie a un diametre de 10 cm, tandis que la buse a
un diametre de 3cm. Le débit circulant est de 0.025 m3/s.
Calculez p, et la force FB exercé par le boulons (2) pour tenir la
buse attachée au boyau. L'écoulement est en régime permanent.

Pression
manomeétrique nulle

p=0

A N
Q=0.025 m?3/s
-) p=1000 kg/m3 (2
r: D,=3 cm
D,=10 cm
2 2
(1 (2 V,

p+VL— + 02—
1,02 2,02



Exemple

3.04 La gté. de mouvement

pr =5 (V3 = V2)
Q=AV,=AV,

3
j ( 0.025m*/ s ]=3.2m/s

7% (0.1m)2 / 4

3
0.025m /25 _35.4m/s
7x(0.03m) /4

(2
A
(2

A

3 2

! S

pl . .

Q=0.025m3/s hn @

% Fy

p1 = 620kPa

(manométrique)
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E /A ’| L
Fype = — J av + jpﬁ(ﬁr -n)dS % Fg g =0
: dtV & I p P
~ | 1 £
| zFx = fPV1(V1 ds) + fPVz(VzdS) | 0=0.025 m¥s PN S ®| D~=3cm
5, | = ] i
— Vl : -
| z Fe = =Vip(V141) + Vop(V2 A7) J| 1 Fy | p, = 620kPa
————————————— D, =0.1m
SF,=m(, Vi) 1i=pQ=1000kg/m’x0.025m"/s=25ka/s |y _32m/s
V,=354m/s
Ay — Fy=1(Vy —V 2
P14, B (V2 1) p =1000 kg / m®

Fy = p Ay —m(V, —V,) F,=620000x7x0.1°/4-25(35.4-3.2) Fp=4067N
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Table d’hote

On considere 'impact d’'un jet bidimensionnel d’eau sur une vanne fixe. Le

jet a une aire A constante et il est dévié par la vanne d'un angle 6.

L'écoulement est en régime permanent et la vitesse est constante [e long

du jet. Une pression p, uniforme agit partout sur [ensemble et on néglige

les forces dues au frottement.

(a) Déterminer les composantes F, and F, de la force exercée sur les parois
de la vanne

(b) Trouvez des expressions pour définir la grandeur de la force F et
langle ¢ entre celle-ci et horizontale.




Exemple

: : : d
Conservation de la masse (a I'état stationnaire) — j pdV =0
m=pViA; = pVA;

3.04 La gté. de mouvement

Vi=V,=V (A1 =42, p1=p2) V,= V cos(6)
V,= Vsin(6)
Conservation de la Q. de M. A
7 v
Z Fye = mVsore—Vent) V.=V
Vy=0

\ S ~ //\\ 0
z F, =mVcosf —mV V\"— “N
= 6\

Z F, =mV(cosd —1) z F, = mVsing | F \
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Exemple

F = /sz + Fy2 = mV+/(cos® — 1)2 + sinh?2

. . 0 V,= V cos(6)
F = mVsin E Max pour 6=1800 V,= Vsin(8)

A
\ /v
F, L \e
® = 180 — atan 7 v —
)Y

3.04 La gté. de mouvement

X

Z E. =mV(cosf — 1) Z E, =mVsind F ‘
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Jet sur un coude 4 I

L’écoulement décrit sur la figure est
=V Huile, S=0.9 devie par la présence d’un coude

On veux calculer le composantes
de la force de reaction R,, R, pour

maintenir le coude immobile
Le calcul des forces fait appel a la

e V,=-V, cos(30°) .. .,

V,=27mis | VemmVasin(30%) variation de la quantité de
- mouvement pour un écoulement:
RETeT eIt stationnaire, Incompressible,

avec une entrée et une sortie
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Jet sur un coude

ViV Huile, S=0.9
V,=0

Ry
V,=28 m/s - ‘

V,=-V, cos(30°)

V,=27 m/s

A2

Régime permanent

=" c — —
z Fyc =m (usortie — uentrée)

On écrit des équations scalaires pour
les directions x et y

Til — pQ — leAl — pVZAZ Continuité

yh-

[

(pV2Az)V,c0s30° — (pV1A1)Vy

notez le

signe négatif
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Jet sur un coude

V.=V, Huile, S=0.9

V,=27 m/s

A2

L

V,=-V, cos(30°)

Régime permanent

(m = pQ)

Z E, = —pQ(V; + V,co0s30°)

p=0.9x 1000

z F. = — 900 x 0.2 X (28 + 27c0s30°)

ZFx — R, = —9.25kN
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Jet sur un coude

V.=V, Huile, S=0.9

L
4 ) R,

V,=-V, cos(30°)
V2:27 m/s Vy=—V2 Siﬂ(300)

A2

Régime permanent

s

M,

. 0 l_ﬁL\
ZFy = (-V,sin30") pV, A,

2, F =~(V,sin30")pQ
> F, =—(275in30°)0.9x1000x0.2
sz = R, = —2.43kN
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Conduife

Une conduite en acier (p, = 7800kg/m?)transporte de [eau a un
débit volumique Q La pression absolue est p, a lentrée et p; a la
sortie. La pression a extérieur ou ambiante est p, = 100kPa

—

1. Donnez [expression de la force F nécessaire pour maintenir la

conduite en place (B = 1)
2. Effectuez l'application numérique

Pe = 370kPa

Vel

S, = 0.007m?
Pa = 7800 kg/m3

Sequ = 0.1m?
Peau = 1000 kg/m3

Q =7.3m
ps = 420kPa

Q =2000m3/hre —»
Vs

Po. = 100kPa




v, l z Fy. =m{V,—V,)

~

[Ry S @ ) E=m®-0 |
ps = 420kPa Equations
> \ — ~  scalaires

Pa = 100kPa _ o 2 Fy — m(o _ (_Ve)?/

La pression ambiante agit partout. On

0.007m? . :
7800 kg/m> travaillera donc avec des pressions
0 1m?2 jauges (gages)

= 1000 kg /m?

Peg = Pe — Pa Psg = Ps — Pa
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Forces

| peg=370kPa-p,

Vel

0 Fx — Rx = psg Seau

y \ Psg = 420kPa — p, (1] Z E, =m(V; — 0)
R, \L ‘__I.,: O35, -ri0- (1o

(4 Z Ey =Ry —Peg Seau —SpaSa 4+ peauSeau)LgJ

~
Poids W = mg

109



Ds
— 2000 m3/hre
Rx

AW

VS
Pa = 100kPa

= 420kPa

/ < Pa = 7

AN

=0.1m
A

= 100 Okg/m

ng - Rx B pSgSeau

Rx — Ti’l[/; —I— pSgSeau

Ti’lVe:Ry — pegSeau'(paSa + peauSeau)Lg

Ry, = ml, + DegSeau + (PaSa + PeauSean)Ly

1000 5 (2990 _ cocop /
o 3600 B . g/s

k
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Pe = 370kPa

Vel

R |
y
| k | ps = 420kPa
> Q = 2000m3/hre ;

Vs
Pa = 100kPa :

7

7, S, =0.007m?
/ @% pa = 7800 kg/m3
2 5 = Y00 kg ym3

m = 555.56kg/s
2000
Q =VeSequ bp Vs /0.1

3600
m
V. = 5.5556 (?)

Psg = Ps —Pa = 420 — 100 = 320kPa
R, = mV; + psgSeau

R, = 35.086kN
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Pe = 370kPa

Vel

L=7.3m
\ | ps = 420kPa
—]
Vs
Pa = 100kPa _
7, S, = 0.007m?
/ 2r— p° = 7800 kg/m?

C
W“
(7,
II
p-\

> eau

%"/’/ Peau = 0 Okg/m

m = 555.56 kg /s
Q = VsSeau = VeSeau q
V, = 5.5556m/s

=pe—Pa = 370—100 = 270kPa

Ry - ThVe + pegSeau + (paSa + peauSeau)Lg

y = 41.06kN



J@t sur un charriot en m@W@m@m

Un jet d’eau avec une vitesse V;= 20m/s
impacte une plaque plane se déplacant a

Pa une vitesse constante V.= 15m/s. Laire
Vi=20 MTS | '__\)/c du jet est 4;= 3cm? La masse volumique

! = | de l'eau est p = 1000 kg/m3.
' /_J | ~ ve=1smss Ce probleme est considéré a Iétat
— stationnaire. Le jet est divisé en deux

parties égales. Le poids de I'eau et de la
plaque peuvent étre néegligés.

Déterminez la force a étre appliquée sur le
charriot pour que la vitesse de celui-ci
demeure constante.
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15

Jet sur un charriot en m@@v@m@

On appligue le volume de contrble

Vi =20m/s
t @ v.=15m/s illustré sur la figure. Ce volume ne se
R, deforme pas, mais il se déeplace avec
¢ L»Rx le charriot. Sa vitesse est donc est
| V.= 15m/s.
?\Q——‘AZ”/’-AO La conservation de la masse a l'état
Le volume de contrdle ne se stationnaire s’écrit
déforme pas, mais il est attaché au
chariot. Sa itesse est done b Z (PiA;i Vi)sortie = Z (PiAi V) entree
[ [
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sc @ V.

L i ". R
_.w;wjf;g;l ! ’ Lj—+&
Ao ?;6——42=1/2A0

Le volume de contrdle ne se
déforme pas, mais il est attaché au

charriot. Sa vitesse est donc /.

A|OI‘S ﬁll + mz — mo

P141V1 + p2AV; = poAoVy = poAo(Vj — Vc)
p(Ao/2)Vy + p(Ao/2)V, = pAo(V; — V)
Vi +V, =2 — V)

Le jet est divisé en
deux parties égales!
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La conservation de la quantité de
s, (I 15m/s mouvement a 'état stationnaire s’écrit

:=20m/s

o Tl| I N F= Myt My - B
— v0=\/j_vc — | L RX — 2 1 0
J l |

Ao _

Le volume de contrdle ne se
déforme pas, mais il est attaché au

charriot. Sa vitesse est donc /.
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Jet sur un charriot en mod\

§=20m/s NE == My = gV
\¥, e p=1000k g/m?
N | ‘Ry Vo = (V]_VC) Vo=5m/s
& mo = p(V; — Ve)Ao

Ay = 3cm?

Tgteizro D ==l =~ VA; = Vo)

—
Tho VO

— Vitesse relative??
Z E,=—7.5N

j i (il - 7)dS??
F y = SC
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(V§-Vc) ?

Le probleme précedent renferme un cas particulier dont
I'explication peut étre trouvée en annexe

3.04 La qté. de ...

“Jeclique pour I'explication

Non merci! | >

V
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Le calcul de la poussée produite par
une fusée utilise le principe de la
guantit¢é de mouvement. Pour
simplification, on considere la fusée
attache a un support. La pression
ambiante et celle des gaz a la sortie
sont p, et ps. A, indique l'aire ala
section de sortie et V,,m la vitesse
a la sortie et le debit massique du
gaz, respectivement
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Voici un schéma illustrant Ila
chambre de combustion et la
tuyere de sortie.

p, Dans la chambre de combustion
Vs la vitesse est faible. Celle-ci peut
m alors étre considérée négligeable
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Voici le schema préecédent
simplifie

Dans Ila suite nous allons
regarder I'ensemble du moteur

formé par la chambre de
combustion et la tuyere

Ce dispositif produira la poussee
requise par la fusée
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La force d'accélération de&s gaz _

t+t g p, A
H \ = y s =
HM* A l'extérieur du moteur,

o H B incluant la sortie, agit la
----- - —P:Ilp,

~ pression atmospherique p,

; L}
P4 bt 4 4 4 bt
V~0 A
P = Po

Dans chambre de combustion, la vitesse est considérée nulle. A cette
endroit la pression peut étre notée par p,. Les gaz sont ensuite
acceleres vers la sortie, tandis que la pression chute jusqu’y atteindre
un niveau pg
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La force d'accélération deS g —

Si I'on considere la section de la
conduite d'aired (hachuree), on
note que la chute de pression
vers l'aval produit I'accélération
des gaz.

Cette variation de pression
genere une force infinitésimale

I'indice G dénote gaz
125



On regarde maintenant le volume

. de contrdle illustre sur la figure et
on analyse l'action de la force de
pression des gaz.

A La résultante sur les parois est
not¢ par ¢$pdA. Cette force
7 engendre une poussee, soit

szgpdA
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Les pression en sortie -—

Sur I'éléement hachuré, juste a la
_sortie, le bilan des forces de
pression F;=dpA, peut étre

*‘\ approchée par
A Fg = (ps — Pa)As

e
-
. P

Alors, la force totale est
F=T- (ps — pa)As

Ps > Pa, T €t (ps_—pa)As agissent dans des sens opposés
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Formule pour la pousséed

Finalement, I'application du
pz principe de la quantité de
V=0 T=%pdA Vs,r'n$ mouvement permet d’écrire
~ Pa

T — (ps o pa)As:mVs
ainsi, la pousse est donnee par

T =mVg +(ps — Pa)As
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A la corte

Trouvez une formule en fonction de h, et h,, ainsi que de v, et v,
pour déterminer la force Fp nécessaire pour maintenir la vanne en
place. Supposez un état permanent, que la pression est de nature
hydrostatique et que le débit est uniforme sur les sections d’entrée
et de sortie.

épaisseur b




Exemple

3.04 Qté. de mouvement

d — - —> — ra| .
Z E. =— | pudV + j pu(u, - n)dS 26 —— | épaisseur b
dt
/ \¥*

sC Fr

Patm

> E= [ p V- dd) = v, 2) - Vi () v,
sc — V,

AR R R R R AR R A R R,

P1A; — P2A; — Fr = pVo(V2A;) — pVy (Vi Ay) n, 1
_ _ _ (Y Yha
P14 — PA; — Fp = pV,Q — pVhQ Fr = Th1b — Thzb +pQ(V1 — V)
Fp = p14; — p2A; + pVhQ — pV2Q
¥Yb, ., .,
_ - Fp=—(hi—h5)+pQ(V{—-V
Fr = p141 — D242 + pQ(V1 — 1) R™ 2 ( 1 2) pQ(V1 2)
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Systeme de référence fuxe

Tel quillustré sur la figure, un jet d’eau avec une masse volumique p et une
vitesse V_impacte un charriot. La section du jet est sc1 et la masse du charriot
est me. A un instant donné, la vitesse du chariot est Ve. Trouvez une expression
pour établir ['évolution de la vitesse du charriot en fonction du temps. Négligez
toute sorte de frottement.

Ce probleme est en régime
non  permanent. Il est
[Egerement avancé pour le
cadre du cours

G

Non merei!



~

3.07 Conservation de I'énergie




Application du TTR & Ia Of

-

dB d bdV + j b, - H)dS
a e g PO (Uyper -
/ B b = dB/dm
Masse m 1
Q.Mouv.  mi =

@ergie E

Urel = Ufluide — Usurface

Remarque: b peut étre une quantité scalaire (masse, énergie), ou vectoriel (quantité de mouvement)
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"1

_4 j phdy + [ pb(ii,, -7i)dS
(i SC
V)

(e = )
Pour [I'énergie, on pose B=E =meet b =e = E/m. Ainsi, le
TTR (correspondance entre un systeme ouvert et un systeme
ferme), devient

dE
I = fpedV+ fpe(urel n)dS
syst SC

L'énergie e, par unité de masse, comprend de nombreuses
sources, mais les plus importantes en génie mécanique sont:

Application du TTR a U”étmbu*gt@ [

Ve fi:  énergie interne
€ = €jnt T €cin T €pot = U T ) + 9z gz: énergie potentielle
V?/2: énergie cinétique
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Application du TTR a I'édeiglie

07 Energie...

D’autre part, la premiere loi de la thermodynamique exprime la

conservation de I'énergie d’un systeme fermé en considérant le
travail produit et de la chaleur fournie sous la forme:

dE 5Q SW

oyt Cdt  dt

Q comprend les différents formes de chaleur (conduction,
convection, etc.) et W le travail a I'arbre (turbomachine) et celui
des forces de pression et visqueuses (frottement).Notamment:

—0—W

W — Warb'r'e + Wpress + insq
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Application du TTR a |'éfierglie

Tel que dans la conservation de la quantité de mouvement, ou les
forces constituent de sources et de puits, la puissance des
forces W et la puissance thermique Q représentent des
sources/puits pour la variation de la grandeur énergie €.

Alors, le TTR conduit a l'expression suivante pour le bilan
d’énergie sur un volume de controle fixe:
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Application du TTR a I'& —;

3.07 Energie ...

d — — : ) 1 .
% fpedV + ]pe(urel -n)dS = Q — (Warpre + VVPTeSS + insq)

|48 SC
Cette forme générale est trop complexe  Woress
pour le cadre de ce cours. Alors, on ne Q \ “

regardera que:

| |déalisation
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Cadre du cours

I.  Des écoulements stationnaires et incompressibles

i. L'écoulement ne comporte qu'une seule entree/sortie avec
des propriéetés uniformes

lii. Aucun transfert de chaleur
iv. e=V?/2+ gz (p/y estconsidéré dans W)
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Le travall de pression W,

correspond a celui fait par la
force de pression F, = p X A pour
deplacer “un bouchon” de fluide
une distance Ax = vAt. Alors,
VVp =p><AAx=pVol

De cette maniere, le travall
specifigue, par unité de poids,
devient: W,/mg =p/pg =p/Y
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Cadre du cours y

Avec ces simplifications le bilan d’energie devient simple est
pratique

d_ fp/A/ + fpe(ﬁrel . T_i)dS 7%_ (Warbre + WpTeSS + insq)
Ve SC

Si I'on regarde des écoulements industriels dans un circuit
hydraulique, le travail a I'arbre est typiquement di a la présence
d’'une pompe ou d’'une turbine
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Pompe: travail spécifiq ue

) | 3.05 Conservation de I’énergie

On utilisera hyompe = Wp/mg pour noter le travail spécifique
fourni (positif) par une pompe au fluide

Pompe centrifuge
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Turbine:trvail spécifiquef

3.05 Conservation de I’énergie

On utilisera hy,,, = W,/mg pour indiquer le travail spécifique
enleve (négatif) au fluide par une turbine

Turbine Pelton
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rtes par frottement 4

Le symbole hf.o = W,,isq_/mg sera employé pour noter I'énergie
nécessaire pour vaincre le cisaillement (pertes) dans un circuit
hydraulique (conduites)

Pour linstant, le frottement hg,.,; €st regarde de maniere globale

(presque had oc) sans l'utilisation d’'une formule explicite pour
I'évaluer en fonction de la viscosité du fluide
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Fromule simplifiee _

Alors, d’apres les hypotheses et simplifications adoptées,
I'expression pratique recherchée pour la conservation d’énergie
(spécifique) par unité de poids par unité de temps (rg) est:

p V2 p V2
; + 29 Tz + hpompe — Reurbine — hfrott. — ; + 29 +z
ent sort
Entree: travail de pression +énergie Sortie: travail de pression +énergie
cinétiqgue +énergie potentielle cinétiqgue +énergie potentielle
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Facteur de correction

on de I'énergie

A cause de I'adhérence a la paroi, des effets visqueux et d’inertie,
la vitesse n’est pas uniforme dans le sens transversal d’une

conduite.

\)

I~

i

A

Tel que pour le bilan de quantité de mouvement, on introduit un
facteur de correction a sur I'énergie cinetique pour tenir compte
de cet effet. En particulier:
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p aV?
—to—tZ + hpompe — Reurbine — hfrott. =|\-t+t5-t+2
ent sort

Y 2g

On note que toutes les quantités du bilan d’énergie sont
homogenes a des hauteurs et s’appellent des charges.

Remarque: la puissance consommée par une pompe, ou produite par une
turbine, est donnée par I'expression W = pQgH. Ainsi, le terme W/mg a les
unités d’'une longueur.
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Facteur de correction 4

Le facteur de correction a (cas incompressible) es défini par

I'équation: 3
azi_[[ u }dA
AV

Moy

ou V,, indique la vitesse moyenne de I'€coulement. D'apres la

forme des profils de vitesse, laminaire ou turbulent, on trouve
approximativement:

a~?2 a=x=1

—> —)

= =
Laminaire Turbulent
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Exemple de hf(i_z)

| S— ‘

VZ
E2=<B+_+Z>
14 2
1

29
V
E1 - (p +ZZ + Z)
Y
E, =Ey —hy1-2)

hf1-2y = E1 — E



Exemple de hy et hy;.,, NNGNN

B=(P+l s
o 7y 3 Y 2g ‘ 3
(
= _ p V2
Z4 E2— ;‘I‘E‘l'z ,
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Probleme

manomeétrique

- Pe =YH+m
V V2
| Pa 4 4 Z, = Pp + b + Z
A _ o v 29 y  2g
b -._1 h l — P V2 % VZ
Pb b p 2
i h +z, =/—~+=+
r\ » + 2 Zp /}/ 29 Z5
\ 4 L 2 : 2¢
Pression d’arrét ou d ique? p/ V}/ p VZ
ynamique? + + Zy = + + Zy
/i/ /Zg 29
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Probleme

Un siphon de 0.05m de diametre
est utilisé pour verser de l'huile
(S,=0.82). Les pertes par
frottement entre les points 1 et 2
et 2 et 3 sont, respectivement, de
1.5m et de 2.4m. Determiner le
débit Q circulant par le siphon et
la pression au point 2. On
considere o=1

Remarque: On s’intéresse au point 2 puisqu’on veut éviter que la pression tombe en
dessous de la pression de saturation (p,>p,)
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Probleme

2 2 -
(£+a2v +Zj _hfrott. =(£+a2v -I—ZJ oz“'”
Yy 29 e Yy 20 g
. 5 =082
(0+0+5)—(1.5+2.4)=(0+V—3+oj —
29 V, = 4.65 m/s

D2 T X 0.052
Q=VA=Vs(——] =465 7 =0.0091 m3/s

2 2
(£+av +zj —hfrott_:(£+av +zj
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Probleme

p, Vi
0+0+5) —15|=—+-=+7
Y 29
— %= _4.6m
Vz = V3 = 4.65 m/S
kN
p, = —4.6m X 9.800— x 0.82 = —36.9kPa

m3
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Probléme B

Le débit circulant par une
£ turbine hydraulique a reaction
aputih est de Q =0.215m3/s. La
distance verticale qui sépare
I'entrée 1 et la sortie de 2 de la
turbine est h=1m. Les
pressions aux points 1 et 2
| sont, respectivement, pq =
\]_/ i 147.5kPa et p, = —34.5kPa.
'e On doit déterminer la
puissance transmise par I'eau

B a la turbine

V"\\
/\L
f
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Bache
spirale

Avant-Distributeur,
Avant-Directrices

Roue r

lASpirateur |

—

Directrices }
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2 2
(£+\2/—+ zj — Ny =[£+\2/—+ Zj
Yy <9 1 Yy <9 0o

Q :V1A1 V

— V, =Zl= 0.758
A, =4A
2 2
147.5 N 3.03 +1.00| —h = 34 5 0.758
9.8 2x9.8 . ' 9.8 2><98

o) e
2

Q=0.215m3/s, p, = 147.5 kPa, p, = -34.5 kPa

D, =300mm

D, =600mm

hiyrp. = 20m

Wb, = YQheyrp, = 9.8(KN/m3) x 0.215m3/s x 20.0m = 41.9kW

159



TulrL)mm e (suite) y _

La turbine fonctionne maintenant sur un autre point d'opération.
La puissance enregistrée est W = 48.8 kW et les pressions aux
points 1 et 2 sont, p; = 141.3kPa et p, = —33.1kPa. Sous ces
conditions, quel est le debit volumique Q ?

2 2
141.3 V +1.00 | —h,, = _33_1+(\/1/4) 0
9.8 29 . | 9.8 29 ,

4Q 4xQ \
7Z'D2 = n,xo 32 b 7 Q = 0. O706V1
1 .

:V1A1 b : V1 =

Wirp, = 7 Qb =9.8xQx 1y, = 48.8kKW bt Reurp, = 70.5/V; b
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29 V, 9.8 29

2 2
141.3 +V1 11001 - 705 33.1+ V,/4) L0
9.8 . 2

18.1xV, +0.0478V°> =705 e V,=3.63m/s

Q =V,A; = 0.257 m3/s
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La figure illustre une éolienne entourée par un tube de courant
pour fins d'analyse. L’idée c’est de trouver quel pourcentage de
de la puissance du vent peut étre récuperee par |I'éolienne
dans le cas ideal, sans pertes, 100%?

Tube de courant \_(\/"
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Eolienne y !

La methode utilise la théorie du disque actuateur (Rayleigh+
Froude). Celle-ci introduit un disque permeéable a la place de
I'éolienne et par la suite on effectue des bilans utilisant le volume

________ On comparera la

> T puissance enlevée au

fluide avec celle
fournie a I'éolienne

YY

Y

Y VY

Y Y Y \L
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Eolienne

Conservation de la masse (p = cnste)

Q = V1A S Vod, = V3A3 = VaAy e V2 =V3 (A2 = 43)

—————————

Quantité de mouvement

m = pQ
_ _ , SYNT R
F = pQ(V; — V,) F:forcesurl'éolienne _
Puissance fournie a I'éolienne ) S I I
L -

We =FV,=pQ(V; — VWV, =pAVi(Vy —Vy) e ee <
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Eolienne

Puissance enlevée au fluide

: Ve p1 V& p : V2 VP
Wf=pQ(21+p1—;—?4) = Wf=pQ(2—2 (P1=pa)
V12 V4_2 ____:_

pV,A, ( 2 ) = pAZVZZ(Vl — V) .

V. = (V1 + V) . .
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Eolienne

Puissance récupérable par I'éolienne

: 1
W = FV, =pQV,(V; — V4) =2 pA (V1 + Va)?(Vi — Vi)

dW MAX
=0 Vi, = 3V.
av, — 1 4
: 8 1
Winax = ﬁpszl Waisp = 1/2 (pA2V1)V3
: 161
Wmax 27 2 pA2V1

Puissance disponible 166



Eolienne

La formule indique que la puissance maximale utile ne pourra
jamais depasser 16/27 (59.26%) de la puissance disponible due
au vent. Ce résultat est connue comme la limite de Betz.
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Bulbe

ine |

Turb
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Turbine Bulbe _

La figure représente une turbine hydraulique de type axial (bulbe).
On vous demande de trouver la force de réaction totale aux
brides A et B .

Données: La puissance produite par la turbine W, le débit
volumigque @, la masse volumique p, I'aire aux sections d’entrée et
de sortie A; et de sortie 4,, la pression p; a la section 1.
L'’écoulement est consideré isothermique.
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Turbine Bulbe

ZF’C =m(v,—v;) A
m = pQ ¥ >
ZFX =R+ PA - DA

Ry = p2A; — p1A1 + pQ(v, — vq)

<p+v2+fj " _<p+v2+
v ' 2g . turbine v 2g ,

Données: W,, Q, p, A, , A, , p,

Sc

= f
A - P24,
U2
B — -
(2]

P141

Uy
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Turbine Bulbe -

: , Données: W, Q, p, A, , A, , p;
+5) 3
v 29), 7 \v 29/,

2 2 p1Al-
. vy — 7D -
—Wm,=m( 2 > 1>+m<p2pp1)
V1
m = pQ

2 2

172 _vl

—Wtrb=PQ< > >+Q(P2—P1)

Q = v14; = 1,4,
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Turbine Bulbe

~ Données: W, Q,p, A, A, p,

D2 _ 2
, 2 1
—Werp = pQ ( > ) + pAv, — 1ALV, .
2 2 I
i UV =V p14 A
<p1A1v1 — Ws —pQ ( > )) !

P24, =
Lo V1

Ry = pA; — 141 + pQ(vy — vp)

vi — v

p1Avy — Ws — pQ < 3

R, = - — p141 + pQ (v, —vy)

173



Le chapitre en 8 transpaifenes _

-~ Le Theoreme de transport de Reynolds, TTR, fournit un

\ mecanisme pour traduire les équations de conservation (masse,
guantité de mouvement, énergie), deécrites dans un repere
lagrangien (volume materiel) vers une forme eulérienne, qui les
exprime utilisant un volume de controle, souvent fixe.

(dB _d de+J b (i _’dS\
o = ch Scp (Urer - 1)
SYyS
\_ Y,

Remarque: dB/dt équivaut a DB /Dt
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Les equations

Les équations de conservation pour la masse, la quantité de
mouvement et I’énergie sont obtenues en utilisant les variables

présentees dans le tableau ci-dessous

-

b = B/m\

KEnergie

B
Masse m 1
Q. Mouv. mu u
E e

/
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Simplifications

I. Régime permanent

dB d . 5
= — dV + f pb (i, - n)dS
dt sc
Sys

dt
ii. Si le volume de contrble est fixe ( ug=0,u,,; = u: la vitesse
de I'écoulement) alors, en regime permanent,

dB
dt

- f pb( - 7)dS
SC

Sys
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Simplifications

lii. Pour le cas fréquent constitue d'une entrée/sortie (une
conduite) avec des propriétes uniformes en ces points

fpb(ﬁ-ﬁ’)dS — pr(ﬁ-ﬁ)dS— f pb(u - n)dS

SC Ssortie Sentrée

b,
A4, b < [ X< — [b(puA)]sortie - [b(puA)]entrée
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La masse

Pour la loi de conservation de la masse dB/dt|

0,

syst —

B=metb=B/m=1, alors

%K B [b(puA)]sortie B [b(,O UA)]entrée

(pUA)sortie - (IOUA)entrée =0 = m = pud = cnste

Lorsque p=cnste — Q = uAd = cnste

178



La quantité de mouvemgéhl

Pour la conservation de la quantitée de mouvement
dB/dt|.,.,=YF,B=mueth=B/m =1, ainsi

dB

d_ - [b(pUA)]sortie - [b(pUA)]entrée
L syst

syst

Zﬁ = [ﬁ(pul‘l)]sortie — [ﬁ(puA)]entrée —
(m = pud = cnste) z F = m[ﬁsortie _ ﬁentrée]
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L'NRJ _-

Pour la conservation de [I'énergie (cas simplifie: Q =0)
dB/dt|,,,,=-W B=Eetb=B/m=e.

il oA oA, s
—W = [e(pud)sortic — [e(uB]entrse S —W = — W /11t = [esortic — €entree)
(B+V—2+z> + h — Ryyrbine — R =(B+£+z>
y " 2g » pompe turbine frott. y " 2g .

W =Wq (+hpompe et/ou — hturbine) + Wp(: p/y)'l'Wfrott(hfrott) e=V?/2+ gz
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Xtra:Voie humerique -

Des nos jours, des logiciels tels que Fluent et OpenFoam, sont
employés en génie pour résoudre une grande variété de
problemes en mécanique de fluides.

Pour réaliser les calculs, ces outils utilisent la méthode des
volumes finis qui s'appuie sur la formulation intégrale
(eulérienne) des équations de conservation: masse, quantité
de mouvement, énergie, vues dans cette section (mais
Incluant les effets visqueux).

Voici 'essence de cette méthode dans sa forme la plus simple:
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Xitra:Voie numeérique

 On definit le domaine de calcul (objets +fluide)
 On divise le domaine fluide en N volumes, petits, mais finis

P

oy
<
4.),“

s “m
o AR [
LR

W

Domaine divisé en tétraedres et hexaedres*

* Les hexaedres sont distribués autour du corps 183



Xtra:Voie numerique —

« Les volumes élémentaires peuvent étre quelconques. En
pratique on utilise des polyédres simples: tétraedres,

hexaedres, pyramides, etc.
 Chaque volume de contrdle est donc limité par un nombre fini

de faces Face

N’

_____

Volume hexaédrique (6 faces)
184



/

Xtra:Voie numeérique L_

d
= — pde + f Pb(ﬁrel ) ﬁ)ds
dt Ve SC

sys

« On applique les équations (intégrales) de conservation sur
chaque volume de contréle. Comment fait-on pour intégrer?

« On suppose que p et la quantite b sont uniformes dans

chaque volume fini V;, alors: =T
Vi, pi, bi T .
E / Qergin E e Y
o

* i dénote l'indice du volume V; ayant des propriétés uniformes p;, b; 185



/7
| dB

Xtra:Voie humerique LE

d » —
sys - aj;chbdv " J;Cpb(u.,.‘e{ ™ dS]
ye = Vi, i!bi
lintégrale Int = f pb dV Q £

i face k
|44 : —
L]
PERR S flux Fy,

est ainsi approximeé par Int = p;b;V; = V,I;

 le flux [,. pb(ii-1)dS (p, b et u) est considére uniforme sur
chacune des faces du volume de contrdle, alors

(bt yds e D (ObunS) s > Fy = F
SC k k

* k dénote l'indice des faces, u, la vitesse normale a la face k de taille AS 186



Xtra:Voie humerique —

De cette facon, I'équation a resoudre sur chaque volume (fixe)

dB d = == glsse : — dB/dﬂN

- = —f pbdVv +f pb (U - n)dS m_ L

dt sys dt ve sC Q Mo‘uv. n;u t;
@ergw /l

devient \

d _, dl;
dt  tdt ' F
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/
dB

Xitra:Voie numeérique L_

sys

d
= —f pde + f Pb(ﬁrel ) ﬁ)ds
dt Ve SC

. : aB s
Pour chaque equation, le terme - est associé a une source

(puit) volumigue. Sa forme analytique est :
4B _ jS dv
dt b
VC

Lorsque S, est supposée uniforme dans le volume V,, on trouve

E (Sp)iV;
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Xitra:Voie numeérique -

Le terme source S, depend du type d’equation. Il est
couramment défini comme tout terme qui est en dehors des
phénomenes de convection et de diffusion.

Pour la conservation de la masse ce terme et nul. Pour la quantité
de mouvement, une fois la diffusion de celle-ci prise en compte, Il
peut étre associe au gradient de pression

Finalement, pour obtenir la solution du champ de I'écoulement,
on appligue des conditions aux frontieres et on exécute a

. .. 5 : : ., dB dl; , :
repétition “le boulier virtuel - = V; d—t‘ + Fi ,pour chaque équation

et pour chaque volume de contrdle.
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Ecoulement calculé

autour d’une voiture






Tel gu'illustré sur la figure, un jet d’eau avec une masse volumique p et une
vitesse V_impacte un charriot. La section du jet est sc1 et la masse du charriot
est me. A un instant donné, la vitesse du chariot est Ve. Trouvez une expression

pour établir lévolution de la vitesse du charviot en fonction du temps. Négligez
toute sorte de frottement.

VC type A

sC l
G

Systeme de référence au sol

Type A: le VC est rigide et solidaire avec le charviot



Jet sur un charriot

Le Ve est fixe!

%V[/%jV+Sjcpar-ﬁdA=o

VC fixe, type A

SC2

\V4
| ot -fdA= [ pt, -AdA+ [ o, -fidA e P o
sc scl sc2 V ///\"
W
= —pSc1Vr1 + pSc2Vi2 g o e
SC1 ‘ . Vc
= _pScl (V o Vc) + pScZVrZ e ' - - Nh_’

3 N

Sc1 = S, (pas des pertes)

-

Vie =V =W-1)



Jet sur un charriot

Aucune force n'est appliquée!

Z/ jpudV+jp*a-ﬁdS=o

d _
— j pudV =
dt - ;

— g
d d d SC1 ‘ Vv
pm [ pvav+ [ pvdv+ ) [L_,

VC—charriot VC - fluide / &) & )
sc it




Jet sur un charriot 4 .

M, = pS,,(v—V,)*(cos 0 -1)

%(mc + My ) =-M, =pS,(V —VC)Z(l—COS(9)



VC type B

sC I
i s

Type B: le VC est rigide et se déplace tel que le charviot, mais sans lInclure



Jet sur un charriot z F T

dV Vip = (V - Vc) =V

7 v

ijpljolvzi£ | pvcdvjsz dve

e

=—pV (V -V,)S, + p[(V -V.)cos@+V,](V -V.)S,,

- pscl(v —VC)Z(COSQ—].)



Jet sur un charriot —

T - Ad dV,
> F. :—ijdV+Ip d, 10 = -ma, =-m,
v
mf %"‘pscl(\/ _VC)Z(COSH—]_) — _mc d(;{c

(m; + mc)% = pSu(v=V,)*(1-cos0)

Y



VC type C

W/LA ,

VC type C qui se déforme : la surface d’entrée, a gauche, demeure solidaire avec la buse.
La surface a droite suit le charriot



Jet sur un charriot

q ¥  —— le Vc se déforme
Ejpdv +j,0ur -NdA=0

dx,
dt

d d
E\;[pdv = E\;[,L)ScdxC = pS,

d
pm j pdV = pS,V,

La masse varie dans le VC!




Jet sur un charriot

[ pu, -fdA= [ pt, -AdA+ | o, -fidA

scl sc2 ’
— _IOSclurl + /OSczurZ 02}

= p(SczurZ B Sclv)

- pScl (ur2 _V)

d pdV + | pu -NndA=0
dt;[ j r

pSclvc +pScl (ur2 _V) =0 : :



Jet sur un charriot

_ d . .
ZFVC :EJ‘pUdV-I-J‘pUUr'ndSZO sc2
VC SC

: VA
— | pidV = -
dt VC \V/ /4
- __ ]_i&
S L ware [ ware § o0
dt VC—charriot VC - fluide VC—jet —’I . : :

dv d . a
(m m ) c —— I ,OVSchc sC
f dt dt Ve




Jet sur un charriot

dx Vv
c VS c __ c
(m,+m,) VS — (m, +m,) o + pVS.V, o
’
[ puu, -fds = | pug, -ids + [ pud, -Ads \ v
SC SC1 SC2 o

|4

:_pVVScl+p[(V _VC)COSQ_I_VC](V _VC)SCZ j = —_ 1—/—&‘
° |

sC1

(m,+m,) d(;ic + pVS V.

c

f)dV

(m, +m d—tczpscl(v ~V.)?(1—cos )



f d\:C = pS,(V -V.)?(L-cos0)

dv pscl(l cos@)
(V —V.)>? (m +m )

% odv, pS, (L—cosb) |
!(V—Vc)2 (m,+m,) jdt

1 pS,(@d-cosd), . _ _ 1

v (;10+mf) s Ve =V 1+V,z)Scl(l—cosé?)t
(m, +m, )




Jet sur un charriot

(mf + mc)

1—

d;ic — pScl(V _Vc)z(l_ COS 9)

1

1

+VP5c1(1—0039)t
(m,+m, )

3.04 Qté. de mouvement

V:l i

8 10 12 14 16 18 20

temps
5 205



(V§-Vc) ?

Le probleme précédent renferme un cas particulier qui meérite un
explication. Voici celle fournie par le Pr. Garon

L'expression pour la quantité de mouvement est

dmu d . N .
T — pudV+j pu(Uyper - N)dS

dt VC SC

VM(t) L ﬁ
Urel = Ufluide — USurface

U = Ufide

par contre, nous avons utilisé sous silence
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(Vj-Vc) ?

L1

d — — — —
— a PUedV + j PUre; (Uper - N)AS
4% SC

dmu
dt

VM(t)

En effet, nous avons employe pour le calcul des forces
z Fyc =m (urel_s — urel_e) m = peurel_eAe = psurel_sAs

Avions nous le droit de le faire? GROS SAPIN ?

207



(Vj-Vc) ?

- 3.04 La qté. de ...

En réalité, sachant que u,,; =u —V et que V = cnste., on peut
récrire cette equation:

dmi| - _ d dv + j i, oy G,y - 7)dS

T . purel PUrel (Upel " N
comme

dmu

d
= — pudV + pU (Uyep - M)dS
VM(t) SC

= 0; Cons. delaMasse
—17 j pdV+ p(u
Ve
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(Vi-Vc) ? - T

Alors, si et seulement si le volume de contrdle est en
‘translation rigide avec un vitesse V constante, on a:

d — - ,— — d — — — —
e f pudV + j pu (tyer - M)dS = — j PUredV + f PUrer (Uper - M)AS
ve - ve sc

Dans ce cas, la variation de la quantité de mouvement pour un
écoulement stationnaire avec une entree (e) et une sortie (s) et
des vitesses uniformes devient -

z FVC =m (urel_s A urel_e) m = peurel_eAe — psurel_sAs
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dB

Conservation de la massg [;

d
= pbav + | pbi,, -i)dsS
syst dr I-[ p .S-[ p ( : )

A

L'exemple suivant vise illustrer I'equivalence des approches
lagrangiennes et eulériennes pour la conservation de la masse

Il s’agit d’'un écoulement de type Couette avec deux plaques qui se
deplacent dans des sens opposés

u=1 (L/s)

- -
0.1
% —

u=1 (L/s)

<
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d
< <

u=1(L/s) A D u=1(L/s) A D

volume de controle

volume matériel

e = épaisseur = 1, L: unité de longueur .



—

‘=) s L —~\r =
- I )

o
S

Deux plagues en mouve

pb(u - 1)dS

obdV + j
SC

Par rapport au VC
(en pointillé)

OO0 -+ cenTrEES

09 — SORTIES

TTR
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Conservation de la massgf [— e fpne

Pour la conservation de la masse avec B=metb = B/m = 1.

Bien que le volume matériel (rouge) c’est déforme, la masse
dans celui-ci demeure la méme au cours du temps. Dans un

langage mathématigue on écrit:

u=1 (L/s)

=0 H=N T .

dB B dm
Cdt

dt
Sys Sys

la masse d’'un systeme
demeure constante au
S cours du temps

A
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1
jpde+ I pb(u , -n)dS

Conservation de la masse [

A

Lorsqu’on regarde le volume de contrble (bleue fixe), on note des
endroits ou un flux traverse sa frontiere. Ces débits sont positifs
(entrées ®, @) ou négatifs (sorties@, ©).

UZER YRR Le débit massique sur chaque cote est

B C u=1(L/s)

h
et | p10ydy = £0.05)
0 —

et le débit total peut s’écrire alors

2 : : u =10y
m
1,2,3,4 A = 0 1 X 1
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Conservation de la masség [——IIH

4

Dans le cas courant },,54m =0, et aucune accumulation (ou
perte) de masse a lieu dans le volume de contrdle. La somme des
débits (volumes) positifs @, @ et négatifs @, ©® est nulle.

On s’y attendait, car I'’écoulement est incompressible (V- u = 0)

Dans un cadre plus général, lorsque la sommation Y, ,3,m # 0, |l
y a une accumulation (ou perte) de masse dans le volume de

controle
Hoto@
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